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مقدمة الناشر 


المعرفة هى أصل الحضارة » 

والكلمة هى مصدر المعرفة › 

والكلمة المطبوعة هى أهم مكون فى هذا المصدر . [ [ 

وقد كانت الكلمة المطبوعة ولاتزال اهم وسائل الثقافة والإعلام وأوسعها انتشارا وابقاها اثرا . 
ات اة حا اا غير الاق السنين لتتولى الأجيال المتلاحقة صياغة حضاراتها وإضاءة 
الطريق بنور العلم والمعرفة . ) 

والكلمة تبقى مجرد فكرة. لدى صاحبها حتى تتاح لها فرصة نشرها وترجمتها إلى لغات الآخرين ثم 
توزيعها » وذلك وحده هو الذى يكفل لا أداء رسالتها . 

وعالم الكتب العلمية عالم رحب ممتد الآفاق » متسع ال جنبات » والعلم لا وطن له ولا حدود ؛ ويوم ‏ 
يحظى القارىء العربى بأحدث الكتب العلمية باللغة العربية لو اليوم الذى تتطلع له الأمة العربية جمعاء . 

والدار الدولية للنشر والتوزيع تشعر بالرضا عن مساهمتها فى هذا لمجال بتقديم الطبعات العربية للكتب 
العلمية الصادرة عن دار ماكجروهيل للنشر بمو جب الاتفاق المبرم معها › مستبدفة تو فير احتياجات 
القارىء العربى استاذا و وتمارسا . 


ومن جانب آخر فنحن تمد يدنا إلى الجامعات العربية والمراكز العلمية والمؤسسات وايئات الثقافية 


للتعاون معنا فى إصدار طبعات عريية حديثة من الكتب والمراجع العلمية تخدم التقدم العلمى والحضارى 


للقارىء العربى 
والله ولى التوفيق 
محمد وفانى كامل 
مدير عام 
الدار الدولية للنشر والتوزيع 











قدمة الطبعة العربية 


يۇ کد تار يخ العلوم أن الحضارة الحدينة تدين بازدهارها أساسا لمحضارة العر بية الإسلامية بما نقلت عنها من أصول العلْ 
وتفرعاته . كا أن الأمة العربية تواجه اليوم تحديا بأن تطوع لغها لتشمل وتستوعب كل النظريات والاكتشافات سر يعة 
التطور والتجدد ٠‏ ما يساعدها على استعادة مركزها الذى تخلفت عنه زمناً طويلا . 


ولا شك أن المكتبة العر بية تفتقر كثيرا إلى الكتب العلمية فى مختلف فروع العم النظرية والتطبيقية والتكنولوچية »> كا 
أن الدراسة فى جامعاتنا العربية لا زالت فى أمس الحاجة إلى وجود العديد من المراجع المكتوبة باللغة العربية فى تخصصات هذه 
اللوم . والعمل على سد هذا النقص يسهم إلى حد كبير فى إعداد الأجيال الى نريد ها أن تبى صرح اللهضة والحضارة عل 
أسس وطيدة من المعرفة الحقة و التخطيط السلم . | 0 


ومن هذا المنطلق . اسهلت دار ماكجر وهيل للنشر MeGraw-Hi1 Book Compan:‏ نشاطها بالشروع فی إصدار 
الطبعة العربية من سلسلة سشوم #اع#؟ mسعطءS‏ الى لقيت فى طبعتا الأصلية نجاحا لا مثيل له . وهناك فكرة أساسية 
بسيطة تكمن وراء سلسلة ملخصات سشوم Schaum Outline Series‏ مؤداها أن كل عنوان من عناويها يتناول رقعة 
خاصة بموضوع معين حدد تحديدا جيدا . مثل نظرية الاحمالات . أو حساب التفاضل والتكامل . أو الإحصاء . أو الدوائر 
الكهر بائية ٠‏ فيقدم عرضا تمهيديا للنظرية الأساسية هذه الموضوعات . وكتب سشوم تصلح ككتب مدرسية ٠‏ أومذ كرات 
تكيلية معينة » أو ككتب للمطالعة بقصد التقومم والمراجعة › أو باعتبار ها مر اجع حال إليها . 
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مقدمة الطعة الأحنسة 


إن حساب المصفوفات أداة رياضية نمرورية لدر اسة مواضيم محتلفة مثل الكهر باء ٠‏ والكيمياء وعد الاجماع و عل الاحصاء ٠‏ 
وهو أكثر ضرورة لدراسة الرياضيات البحتة . يعتير هذا الكتاب الذى يعطى المواضيم الأساسية . متمما للكتب المستعملة . 
ومرجعا من أجل أو لكك الذين حتاجون إلى معرفة طرق حساب المصفوفات واستمماها . وءن جهة ثانية فإن الملخصات النظرية 
الى حوبا هذا الكتاب كافية لاستعماله كتابا لممرر . 


هذا الكتاب . وهذا ما يسمم للفصل بين دراسة المصفوفات الحقيقية - الى هم الكثير ين - عن المصفوفات ذات العناصر ٠‏ 
کے | 


* 
المر كبة 1 وى كل فصل ند ثره بالتعار يف و النظر يات والميادىء. ٠‏ عم أمثله متعددة . و ينبح 5 تعدم مسا تال محلو له و عدد 


اک س امار ين الاضافيه 8 


٤ = i 2 : 3 -_ - “۲‏ 2 سے 5 سملل . 0 
الدراسة : تكمن فى التعاريف والنظريات ويراهيبا . ومن الممكن أن يسبب نقص “غير ة الريضية بحض المشا كز ٠.‏ وهذا أمر 


0 که . 1 :0 ه ١‏ - 5 س >" ¢ 1 !1 ب - as‏ م 9 
اصيعى انالك كثيرا ما يكون عل الطالب ان ڪل نطيقات عدديه 53 تذ كر ممأ مها ساشية ولا بر هن نصر تادب ألا بعد خان 


يؤدى هذا الكتاب عل العكس بالقارى“ الذى يداوم على قراءة المذكرات والمسائل المتعلقة يكل فصل من فصوله . إلى جعله 


ف مهم محتواه 7 


تمتاز المائل المحلولة عن الأمثلة الى توضم النضريات بتعدد اشكاها . وهى حوى محضم الر اهي الطوينه لأنظريات 
م r‏ - هو 


ألهمة : كا وى البر اهن القصيرة . 
كن ° a:‏ 0 کت | 0 010 8 34 ا ۾ ° | 1 ت ُ . 4 ۱ 8 e if‏ 8 3 1 0 1 
تطلب لمسامل لا ضافيه من نصا لب ان کل بنشسة المرهان واخل وستكود هده اراهن قن بعص احا شکا لا خر ی 


الر اهن اغات ابا > رمم هذا فال بر هات بعص النظر يات لا يتطلس ١‏ كثر من عة أسطر و مكن خط اعكاز بعص المسائل 
5 - 0-7 ة 


E 3‏ 0 سس ت سه 
بدسہية - بيما نحتاء بر هاما إلى كثير من المهارة والدقة . 
: 00 5 


الا مجوز أن تمالع أى واحدة من هذه المسائل بشى من الاستخفاف لأن حاب المصفوفات . يسبب كرة نظرياته ١‏ 
* : 


iH ofl, © a 2 ِ ِ‏ 
تسار مقر ر أ أساسيا للذين ډو حيو نه التو صل إلى در حډ جلد ص النضج ار یاصىی . 


عم 


أمرا غير عمل . ومم ذلك فإنه من الضر ورى إعطاء اهام خاص للمسائل الإضافية الى نحويها الفصلان الآول والثاف من هذا 
0 9 00 . 


الكتات: :«ربية أن کیک القارى” فق هذه المسائل فإنه سوف يشعر باطمكئنان قوى عند متابعة دراسة هذا الكتاب 


- س 


يشكر المؤلف هيئة مؤسسة سشوم للنشر على تعاو هم الكبير 
فرانك ايرز 
كار ليل 


أكتوبر 141۲ 





المسحود يايمهب 


الفصل الأول : المصفوفات : | ٣ا‏ 


الفصل الثانى : بعض أنتماط من المصفوفات : لالم 
المصفوفة المثلثية - المصفوفة العدديه - المصفوفه القطرية - مصفوفة الوحدة - معكوس مصفوفة -. منقّول مصفوفة - 
المصغوفات الممائلة س المصفغوفات المماثلة التخالفميه. - المصفوفات المر أفقة 3 مصفوفأات شير میت مصةو قات هر ممست 


للد {i‏ - - ؟! ات 


الفصل الثالث : تدده مصفو فه مر بعه : rom‏ 


المحددات من الدرجة الثانية و الثالثة - خواص المحددات -المصغرات والمهامللات المرافقة ‏ اللتممات الجحرية . 





الفصل الرابع : حساب الحددات ٠‏ 1 
الفك عل طول صف أو حمود - مفكوك لابلاس - الفك عل طول الصف الأول أو الممود الأول - 


حددة حاصل ضراب مصفوقتين - مشدقة محددة . 





الفصل الحامس : التكافو ‏ : 4 4- و ه 
رتبة مضؤوفة - المصفوفة الشاذة وغ الشاذة - التحويلات الأولية - عكس ويل أولى - المصفوفة المتكافثة -. 

1 1 3 بحم 

ا العَاذوى الصغى 9 الشكل اإنطاعى - المصغوفات الاوآية المحجموعة العادونية بالاسية انتک فو -- رجه حأاصل ضراب ٠‏ 

الفصل السادس : المصفوفه المرافقة لمصفوفة مربعة : © 6~“ 
المرافق - المرافق خاصل الضرب - مصغر المرافق . 





الفصل السابع : معكوس مصفوفة : ۰ ۲ ل—1 VN‏ 
تمكو قوف قطرية ب امكو باقداء. المسفوفة الموافقة د الكو دام اقوفت لار 


المحكو س بالتجزة - معكوس المصفوفات الماثلة ‏ المعكوس من أسمين ومن اليسار لمصفوفة درجها 8/5 





الفصل الثامن : الحقول : 4-7“ 
الحقول العددية ‏ الحقول بصورة عمة الحمّل الجزنى - المصفوفات على حمل . 


الفصل التاسع : الارتباط الحطى للمتجهات والصيغ : كام 
المتجهات - الارتباط الخحطى للمتجهات - الصيغ الحطية ‏ كثيرات الحدود والمصفوفات 








الفصل العاشر : المعادلات الخطية : Ar‏ 
يجموعة المعادلات غير المتجانسة ‏ الح باستمال المصفوفات - قاعدة كرامر - مجموعة المعادلات المتجائسة . 




















: صفحه 

الفصل الحادى عشر : الفر اغات الاتجاهية : وهفلع. ١‏ 

الفراغات الاتجاهية - الفر اغات الجزئية - الأساس والبعد - مجموع الفراغات - تقاطع الفراغات - الفراغ الصفرى 
المصفوفة -قانون سلفستر للانعدامية -الأساس والاحداثيات . 





الفصل الثانى عشر : التحويلات الخطية : 1 °6 V\I—1‏ 
التحويلات الشاذة وغير الشاذة - تغيير الأساس - الفراخ اللامتغير - مصفوفة التبديل . 





الفصل الثالث عشر : المتجهات عل القل الحقيى : ١١1١-1‏ 
حاصل الضرب الداخلى - الطول - متباينة شواوز - المتباينة المثلثية - المتجهات والفراغات الحتعامدة - الأساس 
حاصل الضرب الانجاهى . 





الفصل الرابع عشر : المتجهات على حقل الأعداد المركبة : ) Y1‏ 
الأعداد المركبة - حاصل الضرب الداعلى - الطول - متباينة شوارز - اللتباينة المثلثية - المتجهات والفراغات 
المتعامدة - الأساس الميارى المحعامد - طريق جرام ميث للتعامد - مصفوفة جرام - المصفوفات اواحديه - التحويلات 


الو احديه . 





الفصل الخامس عشر : التطابق : ٠‏ م 1-وم١‏ 
المصفوفات المتطابة - المصفوفات الممائلة المتطابقة - الشكل القانوىق لمصغوفة حقيقية - لمصفوفة مماثلة تخالفية - 
لصفوفة هر متية - لمصفوفة هرمتية تحالفية بالنسبة لاتطابق . 





الفصل السادس عشر : الصيغ ثنائية الحطية : tot.‏ 


مصغو قه الصيغة التحويللات 3 لكا القانو ف س الحو يات مو اققة التغر س ادحو يلات محا لفة التغير 
عليز الأشكال 





الفصل السابع عشر ٠‏ الاشكال الصيغ ألمر ديعية ٠‏ 9و١‏ 
مصفوفة الشكل الصيغ - التحويلات - الأشكال القانونية - طريقة لا جرانج فى الاختزال - قانون القصور 


لنفتر -الأشكال المحددة وشيه الحددة - المصغرات الرئيسية ‏ الأشكال المنتظمة - طريقة كروفكر ف الاخخيزال - 
تايل الأشكال لعو امل 





الفصل الثامن عشر : الأشكال اهرمتية : 110-۴ 


مصفو فة الشكل - التحويلات -الأشكال القانونية - الأشكال المحددة وشبه المحددة . 





الفصل التاسع عشر : المعادلة المميزة لمصفوفة : VVAN‏ 


المعادلة الممبزة والمَم الخاصة ‏ المتجهات والفراغات االامتغيرة. 





العشر ون : التشابه : م١‏ 
المصقوفات المتشاهة - اختزال لصيغ مثلثين - المصفوفات الى تقبل أن تكون قطرية . 








الفصل الحادى والعشرون : المصفوفات المشابة لمصفوفة قطرية : ؛' 0 AFAT‏ 
المصفوفات المائلة الحقيقيه - التشابه التعامدى - أزواج الأشكال الير بيعية القيقية - المصفوفات المرمتية _- 
التشابه الواحذى -- المصفوفات النظامية - التحليل الطيفى - حقل القم . 





0-7 


الفصل الثانى والعشرود : كثير ات الحدود على حمل : £ 14 —1 ۲° 
جمم وضرب وخارج, قسمة كيرات الدود - نظرية الباق - القاسم المشترك الأعظم - المضاعف المشرك 


لأصغر - كشر ات الحدود الأولية نسبيا - التحليل الوحيد . 








الفصل الثالث والعشرون :مصفوفات لا مبدا : TITY ‘TY‏ 
مصفوفة م أو كثير جدود مصفوى - الحمو+ وحاصل الصرب وخارج القسمة - نغلرية الباق -- نظرية 


كايل - هاملتون - تفاضل مصفوفة , 





الفصل الر ابع و العشر ون :۽ شكل مميث النظاى :٠‏ 9-0 


شكل سميث النظاعى - العو امل اللامتغير ة - القواسم الأولية . 





لفصل الامس والعشرون : كثير الحدود الأدنى لمصفوفة : وق 
اللامتغير ات التشاهية - كثير الحدود الأدفى - المصفوفة المردية وغير المردية - المصفوفة الرفيقة . 





الفصل السادس والعشرون : الأشكال القانونية بالنسبة للتشابه : ~r‏ 
الشكل القانوى الجذرى - شكل قانونى ثان - المصفوفات فوق الرفيقة شكل جاكوبى القانوفى - الشكل القانوفى 
الكلاسيكى - الاختزال إلى الشكل القانونى الجذرى . ) 








قائمة بالمصطلحات ror—4¥‏ 





فهر س ثبت المصطلحات : ToA—Yor‏ 














الفصل انول 
المصفوفات 


تسمى مجموعة الأعداد المر تبة على شكل مستطيل والمو ضوعة داخل قوسين مثل 


7 3 2 1 123 
Î‏ 0 ۾ 1 2ا (ب) 
5 1- 1 2 6 7 4 


والى تخضع لقواعد معينة لعمليات سنبيها ما بعد مصفوفة . المصفوفة . (1) مكن اعتبارها كصفوفة المعاملات محموعة 


المعادلات المتحانة : Ss‏ أن كصفوفة ممددة ‏ المحموعة المعادللات الحطية غير المتجانسة : 
x- y۷ +52 =‏ 1 


2x +3y = "‏ 
y =5‏ 3 سبرى فما بعد كيف بمكن استعمال المصفوفات لحل هذه المحموعات ؛ ومن الممكن إعطاء تفسير مشابه 


المصفوفة (ب) بأن نعتبر صفغوفها ممثلة لاحداثيات النقاط (1,3,1) ٠‏ (2,1,4) » و (4,7,6) فى الفراغ العادى . سنستعمل 
أيضا فيا بعد المصفوفات 2 لكى نبر هن على أن ثلاث نقاط واقعة أو غير واقعة ى مستوى واحد 2 نقطة الأصل أو على 
أنها واقعة أو غير واقعة على استقامة واحدة مع نقطة الأصل . 


تسمى الأعداد أو الدوال زه الواردة فى المصفوفة : 


d14 ا 013 2و0‎ LE 
doq Go2 G29........ Gon 
00 ل‎ 1.D 
Gq Gm2 Omg... Gan 


عناصر المصفوفة »> حيث يعى الدليل الأول ف العنصر ززه رقم الصف ويعى الدليل الثانى رقم الحمود الذى يقع فهما 
المنصر » وبذا سيحمل كل عنصر من الصف الثانى العدد 2 كدليل أول كا حمل كل عنصر من العمود الحامس الرقم 5 كدليل 
ثان . توصف كل مصفوفة ذات ‏ صفا و م عمودا بأنها من درجة 8# لا 2م ويقرأ ذلك : من درجة/ ( 2م فى # ) 
( نستعمل فى بعض الأحيان للدلالة على مصفوفة القوسين ( ) أو الزوجين من القطم المستقيمة | ٠‏ ولكننا 


سنستعمل القوسين ىكل مكان من هذا الكتاب ) . 


نذكر فى بعض الأحيان المصفوفة (1 . 1) بقولنا المصغوفة [ه] ذات الدرجة ” × ”أو المصفوفة [زه] = 4 
ذات الدر محة 71 XxX‏ 7221 » وعندما تكون الدرجة مقررة ومعروفة ستكتب بشكل محختصر « المصفوفة 4/ . 
+ المصفوفات المربعة : إذا كانت 7-” فإن (1.1) يكون مربعاً ويمكن عندئذ تسميته مصفوفة مربعة من درجة # أو 
ى مصفوفة مربعة نسمى العناصر بررت,...,دد2, 211 عناصر قطرية ٠‏ ونسمى حاصل مم العناصر القطرية لمصفوفة 
مر بعة له 2 أثر المصفوفة . ْ 
المصفوخات المتساوية : نقول إن المصفوضن [زه] = 4 و[زط] = 8 متساويتان فا إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) 


ss rr 
اح س سیو س وس مرحي کک رھ توھ س ہے سس م سو ت‎ 35 
له سام و سج م‎ 


(١‏ المصضفوفات 











۲ | الفصل الاول : المصغوفات 
س ف ي 
هاتان المصفوفتان من درجة واحدة وكان كل عنصر من إحداهما مساو يا للعنصر المقابل له من الثانية أى إذا كان وإذا كان فقط . 
(t=1,2,...,.mi j=Ll2,...,n)‏ ,ووه > ريه 
أئ. + کوت مض فو فن متساو يتن فا إذا كانت وإذا كانت فقط إحداها نسخة من الثانية . 
المصفوفات الصفرية : تسمى المصفوفة › الى كل عنصر فبا صفر » المصفوفة الصفرية وعندما تكون المصفوفة صفرا 


ولا يكون هناك التباس فى درجما » فإننا نكتب 0 ب 4رء بدلا من أن نكتب الجدول # لا 72 حيث كل عنصر فيه صفر . 


مجموع مصفوفتبن : إذا كانت [ينه] - 4 و ]6j[‏ بت 8 مصفوفتين من الدرجة 7 × 7 فإن مجموعهما ( حاصل 
طرحهما ) 8 + 4 يعرف بالمصفوفة إ[زء] = ١‏ ذات الدرجة يم × م حيث كل عنصر من ') هو مجموع 
( حاصل طرح ) المنصر ين المقابلين من المصفوفتين ۸4 و 8 و بذايكون : إا + ززه] = 8 + 4 . 


3 2 1 0 3 2 
ف : اذا كان = A4‏ 8 دنه : 
منال ١‏ د حك 1 1 : و أ 2 8 : يكون 
0 5 ا 0 3+0 2+3 ا EL‏ 
9 3 1س 5 1+2 (1-)+0 
: 1 1- 1-[ _ | 2-3 | سر 
1- 1- 1 4-5 1-2 (1-)-0 
إذا كانت مصفوفتين من در جة و احدة فإننا نقول عبهما متوافقتين مجمع و الطرح . لا مکن جمع أو طرح مصفوفتين من در جتين 
إِنْ جمع م مصفوفة مثل المصفوفة 4 هى مصفوفة من الدر جة نفسما وکل عنصر فہا ینتج عن تكرار العنصر المقابل 
من مرخ مرة. 
نعرف : إذا كان / مقدارا عدديا ( يسمى / مقدارا عدديا اقييزه عن الشكل [] الذى هو مصفوفة من ألدر جه (1xil‏ 
فإن ۸ 4 >- 4 2 تسى المصفوفة الى تنتج عن 4 بضرب کل عنصر من عناصر ها فى ) . 


1 
مثال ؟ ٠‏ إذاكاد | = 4 فن 


٠ 2 
ت‎ PE ر ك‎ 
e = 1 6 م : 0 ا‎ ١ > او‎ A 
2 3 2 3 2 3 6 9 
-5 -5)-2 -5 10 
e | (1) -5) 1 5 ١ ١ 5 
-5)2( -5)3( -10 -5 


ونسمى ء بصورة خاصة ٠»‏ المصفوفة 4 - سالب 4, . ونحصل على هذه المصفوفة بضر ب كل عنصر من 4 فى 1 - أواء 
بشكل أبسط ٠‏ بتغير إشارة كل عنصر من عناصرها . لكل مصفوفة م جحد 0= (4-)+-4 حيث 0 يمى المصفوفة 
ت ا 4 ) ) 
اذا كانت المصفوفات 4,8,٤‏ متوافقة بالنسبة لمممع فإنه يكون : 
)١(‏ ۸4 + 8 = 4+8 (قانون التبديل ) . 
(ب)» © + (8 + 4 ) = ( ٥‏ + 8 )+4 (قانون جمع الدود البرية) . 





الفصل الاول : المصفرفات ۳ 





. حيث ي مقدار عددى‎ ) ).4+8( = k 4 + k B = ( A+B ) k (+) 

(د ) توجد مصفوفة 7 غعيث يکون AFD = B8‏ 

هذه القوانين تنتج من قوانين الجر الابتدای الى تحكم جمع الأعداد و جمع کشر ات الحدود . كا وأن هذه القوانين 
تین . 


3 - أن خواص جمع المصفوفات المتوافقة متفقة مع خواص جمع عناصر هذه المصفوفات . 
الضرب : حاصل الضر ب AB‏ هذا ألبر تيب المصفوفة ] 0411482777 1 = 4 الى در جا XxX rm‏ ] 


bıı 
b21 
TT b 
C = [a1 bq, * a2 D21 + °°° + والمصفوقة = 8 الىدرجہا 1 × "” فإنه يقصدالمصفوفة .[دأ ويه‎ 
Dı 


الى در جما 1 x‏ 1 





bı1 
0 
. 3 ج‎ 
[a1 2... AR] | . = [G@1 b11 * a2 ba, + ٠٠١+ ظ أى : 25 2م = [يوطهيه‎ 
59 يحب ملاحظة أن هذه المملية هى صف فى عمود : يضرب كل عنصر من الصف بالعنصر المقابل له من العمود 7ت‎ 


حواصل الضرب . 
1 


]2 3 4[ 8 = ]2)1(+3)-1+4)2[ - ]7[ )١( : ” مثال‎ 
2 


2~ 
(ب) 0 = [6-6+12-] = 8 [4 1- 3[ 


3 


بحاصل الضرب 48 بهذا الر تيب للمصفوفة [زه] = هه ألى در جا × والمصفوقة [ ززط ] = 8 والى درجتها 
ا م يقصد المصفوفة [رنت] ع- © والی در جا 77 0 772 حیث 





Me 


Cij زون ييه + زرطويه چ‎ + ٠:٠١ + و61 , زهاونه‎ ' (= 1,2,...,m; J]=1,2,...,) 


حيث 4 مكونة من 7 صفا و 8 مكونة من جم عمودا . لتكوين 8 = € فإن كل صف من 4ے يضرب 
بالعمود ذى الرقم زر من B‏ . 


f 


n 








الفصل الاول : المصفوفات 








وو 12 » + 411212 د65 412 + 611511 5 5 و01 211 
م ٠.‏ 12 11 
مثال 1 ٠‏ و ع © + 61 024 d24 b11 + doo b21‏ = ا 5 d22 ١‏ 621 - 2 ”7 
: ۵22 21 
ووطووه + ووش يوه a1101 + 239b21‏ 02 61 


نقول إن حاصل الضرب 48 معرف أو إن 4 موافقة ل 8 بالنسبة للضرب إذا كان ( وإذا كان فقط ) عدد 
أعمدة 4, مساويا عدد صفوف 8 وإذا كان 4 موافقا ل 8 بالنسبة للضرب ( 48 معرف ) فإنه ليس من الضر ورى 
أن يكون 8 موافقا 4 بالنسبة للضر ب ٠‏ ( إن 84 يمكن أن يكون أو لا يكون معرفا ) . 


أنظر المسالتين ٣‏ و 4 
إذا فرضنا أن 4,8,6 متوافقة بالنسبة مجمع و الضر ب كا هى واردة أدناه ١‏ فإنه يكون 
(ه) ©4 + هم - (€+8) 4 قانون التوزيم الأول . 
(و) © 8 + 4C‏ = € (8 + 4) قانون التوزيم الثالى . 
(ز) © (48 ) = ( € 8) 4 قانون التنسيق (فانون ترتيب الحدود ). 
وهكذا نمجد أنه : 
(ح ) 84 عد 48 بصورة عامة . 
| (ط) 0 = 48 لايستلزم بالضرورة أنيكون 0 = 4 أو 8=0. 

(ى ) ©4 -48 لايستلزم بالضرورة أن يكون € = 8 . 

أنظر المسائل ۴ - ۸ 


الضرب بالتحزئة : لتكن إ[زه] = 4 مصفوفة من الارجة م ×" وإزط] := 8 مصفوفة من الدرجة # ا 7 . 
عند تكوين حاصل الضرب 48 ؛ تقسم المصفوفة 4 فى الواقع إلى / مصفوفة من الدرجة «» ] ١‏ أما المصفوفة 8 
فإنها تقسم إلى 7 مصفوفة من الدر جة 1 x‏ م . إن هناك تقسمات أخرى ممكن استعمالحا : فلنجزئ مثلا كلا من 4و8 إلى 
مصفوفات أخرى ذات درجات محددة على الجدول ٠‏ وذلك برءم مستقمات من الشكل : 


(Pı xn) | (Pıxnڪ)‎ 
(mı XP) | (mı xp2) | (mı xp) داك ديات‎ 
4 = a SS (و2><اوم) ! (21كاوم) = 8 , ا‎ 
(maxP1) | (maxp2) | (maxps) E N 
(Ps xn) | (ps xa) 
۰ 11 | Bı» 
A, | A.5! A س ل‎ 
A ا 2 ا سے‎ B = B4 ۱ B+» أو‎ 
A21 | و42‎ | A238 e HEEE 
B31 | وو‎ 


فى كل تحزئة بحب أن تجزأ أعدة 4 وصفوف 8 بشكل واحد . ومن جهة أخرى يمكن أن تكون الأعداد 


: أى أعداد صحيحة غير سالبة ( محتوية الصفر ) ويكون = 72+ ,۳ و ورم رور+ ,م و يكون عندئذ‎ m2 


AR = 00 0 ا‎ _ 2 - 
A21B1, + A22 B21 + A2sBsı 421812 + وو وم4 + ج:8 ج42‎ C21 C22 


2 1 0 ٠ 
.4 =3 2 0 مثاال © : احسب 48 إذاعلمت أن‎ 
1 0 1 


هم سم فم 
N © ©‏ 


لنجر التجز ئة التالية : 











ظ الفصل الاول : المصفوفات 0 


0 '! 1 2 ظ 110 1 1 ش 
3210 لا || ا“ 
Bı B22} l281 12 E 1011‏ 
i.4 411811 + + 1 e‏ 
A21B11 * 422B A421Bı2 + A22822‏ 
0 
E: Be» E lel: . f‏ 
ı1 | + 7‏ د را : أ" 1 
0 3 3 4 0 00 |0 0 
0 5 55 5 5 ”|| - إل0 مأ زه ll * | ٥‏ = 
2 2 4 3 [2[]2 4 3] [2]+[0) 11 3 2 + [1 1 1[ 
أنظر أيضا المسألة ,ه . 
لیکن ...,€ ,8 ,۸ مصفوفات مربعة من الدرجة م ولنجزى” 4 إلى مصفوفات كا هو مبين فما يل ومن ألدر جات 
الموضحة أدناه : ) 
(P1 x P1) p2) 1... | (PX Ps) Ag Aa ..- 0415‏ 
عد اهدي لد يم ا ايه 45 ]ات 0 دسل 
(P2XPS9Û _ A2 A22 ... Aas‏ | ...| (وم»اوم) | (وم »اوم) 
E E a‏ ا E‏ 
ا ا مهس هسه 1ك 
Ps) As Asa ... Ass‏ “وم) | ...| (ps Xx P1) | (PsX P2)‏ 


ولنفرض أن المصفوفات ...8 قد جزئت بالطريقة السابقة نفسها . يمكن عندها . لإجراء جمع وطرح وضرب 


A11, A12, e B4, B2, 9 C11, C12: IE المصفوفات الاستعانة بالمصفوفات‎ 
مساتل محلولة‎ 


1+3 2+)-4( -1+1 2 
4+1 0+5 2+0 1+3 
) 


2+2 -5+)-2( 1+3 2+)-1 


1 |3 -4 1 2 1-3 2+4 1-1 0-2 
2 -11 5 0 3 = 4- 1 0-5 2-0 1-3 
1 2 2-2 3 -1 2-2 -5+2 1-3 2+1 


مسر وح مهم 
جد 
لبت )ا 
++ 
ا سر 
ا 
حبر اع 
س ت o‏ 
| 
3خ تب سر 
ل 
١‏ 
١‏ 
REE |‏ | 
ج للع حير 


0 


2 6 -2 -2 

ب - 5 3 
2- 3- 0 

3 -3 

12 6 

3 ا 


2- 1- 
ا 5 0 4- = 
2- 1- 5 2- 


2 3 كر 
تجح طهر مم 


-2 


مر NI hh‏ 
| 
5 © ان 
| 
عسر 3خ عم 
ه نري 0 هم 
الس 1 
1 


١ 
أب لح یا‎ 
١ 
ت اين‎ 5 
١ 
صر وح هم‎ 
د‎ 





5 الفصل الاول : الخصفوفات 
اس س 


4 u 4 3 


۰ 0 0 مه م-2- 2-2-6 م-1-3 
إذا كان 0 = A+B-D = |3+1-r 4-5-sÎ] = 4r —1—sf = f0 Ol, ~2 -p‏ 
u 0 0‏ ~9 م -9 نب-3 +6 +-4 +هة 


و 0 - م4 ,2- - م 


0 2- 
و ,4 2م نإن .8 +4 -|1- 4 [-2 


9 9 


1<2 2 3- 7 م 
؟-إذا كان |4 3]- 4 و. |5- 1 - 8 أوجد ى -] - 2 نحيث يكون 0 > 2 -4+8 ١2‏ 
6 5 


T2 2)4( 2)5( 2)6) 8 10 12‏ 
ر _ |18 ور مدأ = |36 )36 34 | - l456]‏ |3 
6 5~ 4~ (1)6- (1)5- (4) 1~ ا 
6 9 4-6 
jo -7 10 7‏ ]3 2 1[ 
ا 8- 11- 8 5 
])8-(3 + )2(7 + )1(6 (11-)3 + (2)10 + (1)9 )3)8 + )2-7 + )1(6 )3(5 + )2(0 + )1(4( 
[4- 4- 4 19] 
د -  ]20[‏ [(4)3+(2)1+3)2] _ 4 3 2 
وو ]| |5)22+6)3(3+«1)1] |( |و|[6 15 
ث6 [ه8 3] [1)2+(26 +42-)1  |103(+21+1)-2(‏ 0 1 2 1 
2١ ١| 1]4)33+0)1(+ 2)-2( 4 )-4( + 0)5( + 2)2( 8 -12‏ |2 0 4 


1 1- 2 
۾ إذاكان .أ2 1 0|-= ۸4 فإن 
01 1 


1 3- 5 1 1- 2[ 1- 2 60 8- 11 1 1- 2 11 3- 5 
¢4 1 12-2 120 0| = 4 ,و مو 8&8 |= |12 14o‏ 2|= 44 = 4 
3 1- 3 1[ 6 1/]1 0 1 3 4- 8 1 0 2 1- 3 


مكن للقارى” أن يبر هن على أن 1م - 43م 45.4200 42.47 


2 
م#-|- زصجي]اء [1-)م+(4)2+5)8] = 8 [6 5 4] (a)‏ .3 


1 


م - برهن أن 
2 2 
| عه © 618 شر + زد ه21 , ع 2 ain (Dp j + Rj)‏ 2 
2 58 و 2 
ب یه ےر > ات ور 
ع ا 
ا ce 7 Cpa) > a:pb‏ 
i hh hj‏ م 5 را 221 6 
( ز٤ر“‏ * (ajj‏ + (زر رز (aj, 1j+‏ (زږ* * زی“ = (وير© + “ik (PR;‏ , د 


0 inj + , ih Rj 














الفصل الاول : المصفوفات ۷ 





2 3 
(و2© + 022 + 21©) + a12 + 01g)‏ + 011( = (ويه + يبه (aj4+*‏ 2 2 ز4 2 
د 32 (و2© + و1©) + (a1 * a24) *+* (@2 + a22)‏ = 0 اه 
اه ِ 5 ِ 
6 د 3 + a.‏ € = 
لط دودو اوي 2ي ا 
إن هذا يبين ببساطة » أنه لإيحاد مجموع كل عناصر مصفوفة يمكن المرء أن يجمع أولا عناصر كل صف أو عناصر 
كل مود ع 
5 
وتو EY‏ ز۹ ۾ ۾ ر e‏ ( زم ۴م ۵ 2 ) پر 6 4 b=‏ 


(زوعووة + زوعءووة + زوه ووط)ويه + (زوعووط + زوم 2وط + (55161) 1ه - 
(aiqbıı * aj2b21)c1j + (aiıbı2 * ajab22)c2 j * (ejb * ai2b23)°3aj‏ = 


2 2 2 
= (Z aiRbhDeıj * (E ainbn2)czj + (2 a bys)caj 


١ 
NA» 


2 
j, CZ, ik P RRR °‏ 
٩‏ - برهن آنه إذا کان [زه] = 4 من الدرجة ۸×" وکان كل من [ززط] = 8 و [زء] = ٥‏ من الارجة ركام 


A4(B+C) = AB + AC ùl 


إن عناصر الصف ذى الرقم ¡ من 4 هى بز 622:١ ٠٠٠:‏ و21 وعناصر العمود ذى الرقم ز من (€+8) هى 
+n ۰‏ زس ,... زد +ز2ط ,زوه +۵ ينتج عن هذا أن العنصر الذى يقع فى الصف ذى الرقم 2 والممود ذى الرقم 
/ من (€ + 8) 4 هو 


4 4 4 
aj2(b2j +2) FE aj (nj * j) = OY +k) 2 iP kj ٢2 ak‏ + (19»© + زوط)ييه 
وهو مجموع الدين الواقعين ى الصف ذى الرقم 2 والعمود ذى الرم زفق 48 و ۸€ 
۷ - برهن آنه إذا كان [ززه] = 4 من الدرجة x>”‏ و [jط]=8‏ نن الارجة ×۸ و [زء]=€ من الدرجة ۾ × م 
فان € A4 (BC) = ( 4B)‏ 
إن عناصر الصف ذى الرقر ¡ من ۸4 هى 6 ,... ai1, i2,‏ وعناصر العمود ذى الر قم ر من € 8 هى : 


م م 
j 2 Dah hj ' 7 Dh hj‏ ينتج عن ذلك أن العنصر الواقع فی الصف ذى الرقم ¿ والعمود ذى 


الرقم از من (800) وا : 


2 2 2 
طرميه + ... + ويكؤوة شر ذه + زر هط شر يزه‎ Pnhhj . > 2 bhhe pj) 
1 4 4ُ 7 
=  (È abnnenj = (Z ainbnNesj + (Z زرولوف ينه‎ +... ¢+ (2 ai» bk) ضj‎ 


وهذا هو العنصر الواقع ق الصف ذى الرقم : والعمود ذى الرقم ز من € (48) : أى € (48) = (©8) 4 
م - نفرض أن 0 ,۳ ,8 ,4 مصفوفات متوافقة فيا بينْها بالنسبة يمع والضرب ٠‏ برهن بطريقتين مختلفتين أن : 
(A+B) (C+D) = AC + AD + BC + BD )‏ 
بالاستفادة من العلاقة (ه) ثم من العلاقة (و ) نحد: ) 
(A +B)(C+D) = (A+B)C +(A4+B)D - 46 +8) + 482 + 81. )‏ 





۸ الفصل الاول : المصفوفات 


کا کک 
أما إذا استعنا بالملاقة ( و ) وثم ب (ه) فإننا نمحد: 


(A4 +B)(C+D) = A(C+D) +B(C+D) = 46 + و4‎ + 86 + 8( 
- 4) + 8) + 472 + 8 


1 
١ 
0 





0 0 1 ۰ 
O| [3 1 2 4 1 2‏ 0 1 1[ |0 0 0111 0 1 م 0111 0 1 
۾ ٩‏ ۾ = إ4 2 6+ 1 o‏ = [12 2]]3]+أه 1 مإأه 1 0] - |[ 02l lo o‏ 01 
7 3 9| . |6 3 9 1 0 0 13 [1 0 1110 0 0 ]113 0 0 
2 1 3 
[o] [0]‏ 0 0111 1 0 0|0 0/۱0 1 0 0/10 010 1 
jo 2'o o'lo olo 110 010 0 0 2]10 1‏ 
ل اس اد ا ات 
Oj0 0|1 010 0 0] 3 Oll1 0 0‏ 010 013 0 
0١0 310 0 0 4110 3‏ 0110 4|0 010 0 
0 0112 5 ]0[ 0 020 00 0 6 05 00 
3 6|110 0 ةي 070 0١0‏ 6110 00 00 0 
م 0 0 0 0 1 
0 0 0 0 2 0 
0م 0 0 3 00] _ 
0 0 0012 0| ` 
0 10 0 00 0 
18 0 0 0 0 0 
6] |1 1 5 4 1|3 1 2 1111 1 2173-4-56 010/111 0 110 1 
7] 1 2 6 5 11|4 2 3 1112 2 يم 5 4| 3 0160112 0 110 2 
E‏ م اا الا ا 
7I [3 1 A8‏ 6 25 1 3 4 2|[]3 1 5]]| _ [7/8 6 415 21013 1 03 0 
و1 2 1| |8 7 116 2 1[ SÎ‏ 1/14 2 1 9 ” 516 110114 2 011 0 
lO0 1 14‏ |51 6 1[|7 1 م| [8 1159 1 0 544 6 7ا8 0١0 1 11١0119‏ 0 
ا ل ل اسه 3 أ جص سس سس شه بام 
0١0 0 011!]8 76 5 4 [1 ]11١8 7[ ]1[(١]غ6 5 4[ )11١]1[‏ 0 


20 22 24 26 28 30 
13 13 13 13 13 13 
8 ” 6 5 4 1 


13 13 
[4[]1 5 7[]6 8) 
و +0111© = 251 
٠‏ -لنفرض أن 2/إوج4 + 92111 > 22 | ثلاث صيغ خطية فى ,بز و وبر » ولنفرض 
و1 ه90 +0111 - ولا 
هو نحويل خطى من الأحداثيين ( وبر و بير) إلى الاحداثيين ( 22 .20 ) . إذا طبقنا هذا التحويل على الصيغ الحطية المحطاة 
فإنينا محصل على مجموعة الصيغ . 


3 5 7 9 11 13 
4 7 10 13 16 19 
_ |31 33 35 37 39 41 


1 وو وط + 21 ووم = 1 
ل 


و2 وو8 + و#ووة > ولا 


وت (ويطويه + x = (11b + a12b21)2ı + (@,1b12‏ 
و (ووطويه + ووأووة) + 210 (وروغفويه + x2 = (dab,‏ 
و (ووطويه + وورطريه) + 21 (ووطويهه + وورأومه) = و2 
d11 2152 Y1‏ 21 
و إذا استعملنا رموز المصفوفات فإن الصيغ الالاث تصبح :2 ويه 0421| > 1*2 ركذلك فإن التحويل يكون 
da31 Q32‏ 23 ش 


21 ود 11| _ yı‏ 
اللوي ووة| أو ؛ أما نائج تطبيق هذا التحويل فيعطى الصيغ الثلاث . 











الفصل الاول : المصغوفات 3 


x dı1 a 
9 ِ 41 142 b4 b22, 
٤ E و22 1ءط‎ 
X3 d31 @a2 
8 وهكذا إذا خضعت مجموعة من 74 من الصور الحطية ى , متغير مصفوفها 4 لتحويل خطى للمتغير ات مصفوفته‎ 
© = 48 فإنه ينتج مجموعة من 78 من الصور المطية مصفوفتا‎ 





) 2-3 1 2 5-1 12 4 : 
١١‏ -إذاأعطيت ,|2 0 و!]ء مر ,|5 2 4إ|ء هر ,أو ة 0]|ء6© 

1 1-1 03 2 3 2- 
| - فاحسب 1 2-3 1-1 4 

4+8 وأء‎ 2: 7| 4-c=| s53 » 

8-1 4 0 1 


ب - و أحسب 
6 2-4- 
0١8 = 0‏ .,[4- 0 10-| = 24~ 


2- 2 2~ 
ج - وحقق .0 -(4+8) - (8-0) +4 
د-أوجدالمصفوفة 2 بحيث يكون 2-8 +4 ونحقق من أن (4-8م ) - = 8-4 = D‏ 
) 1 1-1 3 2 1 1- 6 11- 
١٠١‏ -إذا أعطيت |1- 2 3-|= 4 ر |46 2| = 8 تحققمنأن 0 = 8 4 , .|2- 12 ۱-22= B۸4‏ 
0 1 2- 3 2 1 ظ 1- 6 11- 
نحقق بعد ذلك من أن 4 8 2.ر- 8 4 بصورة عامة. 
0 2 1-3 60 1 4 1 2 1- 1 2 
مطردوإذلكان 1-3٠‏ 2|*> 4 , 111 2= 8 ر 2-1-1 6-3 
1- 3- 4 2 1 2- 1 0 1- 2-5 


ر ر 
برهن أن 46 8 و أن کون @4C°|‏ = 48 لا يستلزم بالضرورة أن يكون € = 8 


1-1 1 3 1 
١4‏ إذا كان إو 0 2|= 4 |2 0 8 5-4 3 !]6 برهزان © 8) 4 ده هم 
1- 3 4 1- 1 0-2 2 ) 


لحن 


(A+B) C =: AC + BCil, 4 (B + C)= 48B + وتحقق من أن 46م‎ ١١ استعمل مصفوفات المسألة‎ - ٠ 


(A4 + BJ -فسر بصورة عامة لماذا (8-+4) (4-8) .ب 42-82 و 82 + 248 + 42 عبد‎ ١ 


5 2-3 5 3 1- 4- 2-2 
۷ -إذاأعطيت ,|5 4 1-|= 24. |5 1-3 |= 8 و 4 3 C=|l—1‏ 
) 1234 5 3 1- 3- 2- 1 

AB = BA =0, 4C = 4, C4 = €, برهن أن‎ | 


ب - استفد من نتائج )١(‏ وبرغن أن .8 +4 = BJF‏ + 4( ,(8 +4-8()4) - 42-82 ,084 - 468 











٠ ١‏ الفصل الاول : المصغوفات 


6ط ا س 


۸ - اذا فر ض 1 |24 حيث | - = ن ٠‏ فاستنتج صيغة تعطى القوى الصحيحة الموجبه ل 4 . 


J] = 1 0 +. .‏ 
الحواب : 4س ,1- ,4 ,1= A"‏ حسب ما یکو ت,3+ م4 4p, 4p+1, 4p+2,‏ = حت 1 


4 - برهن أن حاصل ضر ب اثنين أو أكثر من مجموعة المصفوفات 


1 1-11 5 ل 


ا 0 

فا هى الشروط 0 الأعداد م و 9 وغ لتك اتكوان خاش الت موجودة ب ها هى 
در جة كل من مصفوفات حواصل الضرب . 

A(B+C)? —+> ۸4C8, - ب‎ ABC, — | 


و 
آي 


الجواب py Pp =r; mxq - ١‏ وباس :وخ مهعم لس ؟85# 90> 708,8 


2 1 0 e 1 011 
1 1 0 8 Rii 
1 1/0 0 0 | 1 


| | 
جه ده 
م اين 
لت 
my‏ 
0 
4 
١‏ ۱ 
هم © | عمس 
ه أده 
aE‏ 
5 
د 
tH‏ 
م د 
مم 
دن جم 
مر 
( 
س١‏ 


0 0 4 1 0 010 1 
0 0 2 0 0 0'2 0 0 1.0 
OI. CC Bm ا اا4‎ :)+( 
o 1 010 0 0 010 [1 

0 110 0 0 02 2 


۲ - برهن أن (۱) أثر (8 +4 - اثر 4 + آثر 8 (ب) آثر (۸۸4) - ٭ آثر 4 . 


و + ج21 - 11 
و0 - 722 + 2101 


) ft 


۴ - اذا کان 3 ۽ 22-220 


+ 
21+22 8 
22 + 322 


١ 
سم دا‎ 
١ 
دح عم‎ 
0 
ا‎ 
أ‎ 
ده ت‎ 
Ea 
١ Il 


1 

2 

2 
E ee‏ 
|62 - و22- 0 1-3 2 * 
٤‏ لیکن [زه] = 4 ود إ[زف] د 8 من الدرجة بم »ا وم وإذا كان [زررء] €٣ -٠‏ من الدرجة 


. (A4+B) C = AC+ BC 


] > 1, soc] 2 e = 
(i 2 mij *1,2....,pik =1,2,...,n), و [بنط] ح- 8 حيث‎ 4 = [a] ه؟ - إذا كان‎ 


n 
وإذا ريزنا بالرمز ,8 لمجموع عناصر الصف ذى الرقم تر من 8 أى .يوه م ز8 . فبرهن أن المنصر الواقع‎ 














الفصل الاول : الخصفوفات ۱۱ 
Bı‏ 
و6 
فى الصف فى الرقم : من حاصل الصرب | ٠‏ هو مجموع عناصر الصف ذى الرقم ¡ من حاصل الضرب 8 4. 
Bp‏ 
استخدم هذه الطريقة لحساب حواصل الضرب الوارد ف المسألتين ۱۲ » ٠۴‏ . 
5 - تسمى العلاقة ( مثل التوازى التطابق ) بين عناصر رياضية علاقة تكافؤ فما إذا حققت الحواص التالية : 
)١(‏ التحديد : إما أن يكون © محققا الملاقة مع 8 وإما أن يكون © غير محقق لهذه الملاقة ممم 8 . 
(ب) الانمكاس : ۾ بحقق العلاقة مم ي لكل © . 1 
(ج) الصائل : إذا كان a‏ يحقق العلاقة مع b‏ فإن b‏ بحقق هذه العلاقة مم 2 . 
(د ) التعدى : إذا كان > يحقق العلاقة مع 8 وكان 8 يحقق هذه العلاقة مع © فإن ‏ يحقق هذه العلاقة نفسها مم م . 
برهن أن توازى المستقجات وتشابه المثلثات وتساوى المصفوفات هى علاقات تكافؤ . 
برهن أن تعامد المستقمات ليس علاقة تكافؤ . ) 
7 - برهن أن علاقة التوافق بالنسبة لحمع المصفوفات هى علاقة تكافق ٠‏ بيا علاقة التوافق بالنبة لضرب المصفوفات 
ليست علاقة تكافۇ . 


م؟ - برهن أنه إذا كانت © ,8 ,4 ثلاث مصفوفات تحقق العلاقتين 64 -40 و 8© = 80 . 


فإن: (84 + هه4) © - © (84 + AB‏ ( 














المص ل الثاى 
بعض أنماط من المصفوفات 


مصفوفة الوحدة ( المحايدهة ) : 
إذا كانت 4 مصفوفة مربعة وكان 0 = بنك لقم ر<2م فإها تسمى مصفوفة مثلثية عليا وإذا كانت 0 - بنك لقم 
>8 فإنها تدعى مصفوفة مغلثية دنيا . وعل ذلك : 


%1 @2 gg .. Qn 
0 د‎ dog ا‎ dan 
وص 0 0 مصفو فة مثلثية عليا‎ 3000 dan 
0 0 0 ann 
©6114 O0 0 0 
د ر‎ 0 
1ه‎ “d32 43 0 
مصفو فة مثلثيه دنياأ‎ 
anı Ana Ang a 
21 0 0 0 
0 «جوه‎ 0 0 
ال 0 ويه 0 0 | >2 والتى هى مثلثية عليا ومثلثية دنيا تسمى مصفوفة قطرية‎ 


E E ETE O a ae يذ هوا‎ 


0 0 0 .. Gann 
: كثير | ما تكتب هذه المصفوفة بالشكل‎ 
D - diag (211, d2, 033, ..., any) 


أنظر المسألة ١‏ 
إذا كان فى المصفوفة القطرية © ,/ - برير© ع ... > ويه = ره فإنها تدعى مصفوفة عددية و بالإضافة إلى ذلك إذا كان 
[ = م فان هذه المصفوفة تدعى مصفوفة الو حدة ( امحايدة ) . وير مز ا بالرمز 7 مغال ذلك 


1 0 0 0 
la = ]0 1 0| و‎ a = 6 
0 0 1 


وإذا كانت درجة المصفوفة واضحة أو غير هامة فإننا نرمز لمصفوفة الوحدة بالرمز / . من الواضح أن مجموع م من 
المصفوفات م1 نحقق ) 

وأن 1 - ( 11.22 - // . ظ 

إن لمصفوفة الوحدةخواص سطابقة لبعض خواص الواحد كمدد صميح . مثال ذلك أذا كان 


1 2 3 
3 


فإن RAL = A4‏ ع يول .4 = hı A4‏ > و مكن للقارئ أن يحقق ذلك بسبولة . 














الفصل الثانى : بعض أنماط من المصفوفات ۱۲ 
مصفوفات مربعة خاصة : 
إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين مر بعتين و خققتا العلاقة 8/4 = 48 فإننا نسمى هاتين المصفوفتين تبديلتين أو قاباتين 
النبديل . ومن السهل أن نبرهن على أنه إذا كانت 4 مصفوفة مربعة من الدرجة ‏ فإنها تبديلية مع نفا ومع المصفوفة ۾[ . 
أنظر المسألة م 
إذا حقّقت المصفوفات 4 و 8 العلاقة 84 - = 48 قلا إسهما تبديليتان عكسيا . 
إذا حققت المصفوفة 4 العلاقة 4 - 1+ هم حيث #6 عدد صحيح موجب ء قلنا إن هذه المصفوفة دورية . 
وإذاكان م أصغر عدد سحيح موجب بحقق العلاقة 4 = '+ 4K‏ قلناإن دورة 4 هى ) . 
إذاكان 1 = # أى إذا كان 4م د *4 فإننا نقول عن 4 إمها متساوية القوى . 
أنظر المسألتن ۳+ 
تسمى المصغوفة 4, الى تحقق العلاقة 0 عم 057 2 عدد صحيح مو جب بالمصفوفة معدومة القوى . وإذا كان م أصغر 
عدد صحيح مو جب تحقق العلاقة 0 - 44 قلنا إن 4 مصفوفة معدومة القوى من الدليل م . ع 
أنظر المسألتين د و“ 
معكوس مصفوفة : 
(8 تساوى معكوس 4 ) . إن المصفوفة 8 يكون لماء أيضا . معكوس هو المصفوفة 4 و ممكننا أن نكتب 8-1 ع4 . 


) 0 0 1 3- 2- 6 |3 2 1 ظ ۰ 
ثال ١‏ : ماأن/ - [0 1 0| - |0 1 1-]|]3 13 فون كل مصفوفة فى حاصل الضرب هى معكوس الأخرى . 
1 0 0 1[ 0 1-][4 2 1 


سئرى فما بعد ( الفصل السابع ) أنه ليس لكل مصفوفة مربعة معكوس وسنبر هن عندها أنه إذا كان المصفوفة 4 ممكوس 

فإنه يكون معكوس وحيد 
أنظر المسألة ۷ 

إذا كانت» 4 و 8 مصفوفتين مربعتين من درجه واحدة وكان هما المعكوسان 4-1م و 8-1 على البر تيب فإن 
B.4‏ = (48) آى ؛ ` 

1 - إن معکوس حاصل ضر ب مصفوفتین ۰ یو جد مما معکوسان ۰ هو حاصل الضرب بير تيب معا كس لمعكوسيهما . 

أل الاك × 

تدعى المصفوفة 4 الى تحقق العلاقة م -42, مصفوفة ملتفة . إن مصفوفة الوحدة مصفوفة من هذا النوع وإن المصفوفة 
اللتفة هى معكوس نفسها . 
ظ أنظر المسألة ۾ 
منقول المصفوفة : 
تسمى المصفوفة ذات الدرجة +8 × م الناتجة عن المبادلة بين الصفوف والأعدة للمصفوفة 4 ذات الدرحة 7 ا 71 


منقول: المصفوفة 4 ويرمز لما بالرمز “4 ( منقول 4 ) . مثال ذلك إن منقول المصفوفة 1 :|= 


e : 4‏ ج 
هو المصفوفة .|5 2|=ى ٠‏ ص يست نيعي سح ب جد 





1١‏ الفصل الثانى : بعض أنماط من المصفوفات 


يلاحظ أن العنصر نري الذى يقع ى الصف ذى ار ¿ والعمود ذى الرقم ر ف المصفوفة 4 يقع ى تقاطم الصف 
ذى الرتم ار والعمود ذى الرقم ¡ للمصفوفة 4 ظ 

: a e IEE E RA NEB SAE RE إذا كان 4 و‎ 

(kA) = k 4 (ب)‎ )4( = 4 )1( 

يرهن فى المسألتين ٠١‏ و ١١مايل‏ : 

1 -- إن منقول مجموع مصفوفتين هو مجموع منقولى هاتين الارن أى : 





A + 8>‏ = (8 ب+لم4م) 
IMI‏ ب ا ر و لسرت بتر فين جنا كت ا ا 
(AB) = B.A‏ أنظر المسائل ٠١-٠١‏ 
ال المتمائلة . 
إذا حققت المصفوفة المربعة )م الملاقة )م “4 قلنا إنها مصفوفة ميائلة . وعلى ذلك فالمصفوفة المربعة [ررم] > 4 


تكون مصفوفة مماثلة إذا تحققت العلاقة dji‏ 5 رزه لكل قم 


: ! : 1 
3 


N‏ 5 ان 
١‏ 
د تر © 


فى المسألة ۳ سنير هن 
17 ل إذا كانت 4 مصفوفة مربعة من الدرجة # فإن المصفوفة مر + 4 مماثلة . 


إذا حققت المصفوفة ا مر بعة 4 العلاقة 4 - > 4رعيت مصفوفة متاثلة تخالفية أى تكون المصفوفة المر بعةمماثلة تخالفية إذا كان 
“|3 0-2 
“کر لكل قي * وز ومن الواضح أنه يحب أن تكون عنامر قطر هذه المصفوفة أصفارا .مثال ذلك |4 0 2 |=4 
0 4- 3-. 


مصفوفة مرّائلة تخالفية وكذلك المصفوفة 4 مهما كان المدد ' م . بتغيبر طفيف فى برهان المسألة ١+‏ مكننا أن نبر هن ما يل : 
۷ إذاكانت 4 مصفوفة مربعة من الدرجة م فإن “4 - 4م تكون مصفوفة مماثلة تخالفية . 
نستنتج من النظريتين 17 و ⁄ مايلى : 
آ۷ س بمكن كتابة كل مصفوفة مربعة 4 كجموع المصفوفة المتائلة (“+4)+ - 8 والمصفوفة الماثلة التخالفية . 
4٠٠‏ -4)؛ = C‏ اشر المسألتين 10-8 
المسفوعة المترافقة ٠‏ 
إذا كان © و 8 عددين حقيقين وكان [-/ىيه = ¡ فإن اظ + م > < يسمى علد مر كبا . ويسمى العددان 
المركبان نَم + ي وتم س ي عددين مير افقين ١‏ كل مسهما مرافق للآخر اذا کان اظ + ۾ = 2z‏ فإنه يرمز لمر افقه 
بالر مز 81+ مع- 2 
إذا كان 4+82» = 2ون( -» - 20 ع و ةفإنه يكو ١‏ ن ,1ط + = 868 -» - :2 - و أى أن المرافق للمرافق لعدد مركب 2 
هوهذا العدد 2 نفسه . 
إذاكان :8 لمح رج و ال + م :يرج فإنه يكون : 
(i)‏ 1(ك+ط) + (عجه) - ره +0 2 ١‏ و2 +21 = (a+ce) - (b+d)i = e‏ = ,7+2 


2*2 = (ac-bd)- . (ad+be)i ت‎ ` bS 2122. و‎ zz, = (ac-bd) + (ad+bc)i (i) 
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الفصل الثانى : بعض أنماط من المصفوفات 





أى أن المرافق لحاصل ضر ب عددين مركبين هو حاصل ضرب مرافقيهما . 

إذا كانت 4 مصفوفة . لها عناصر أعداد مركبة ٠‏ فإن المصفوفة الى تنتج عن 4 بتعويض كل عنصر فيها بمرافقه 
تدعى المصفوفة المرافقة للمصفوفة 4 ونرمز لمابالرمز 4 ( المرافقة للمصفوفة 4 ) . 

7_1 -¿ E 1+2 م‎ 

4 ذا ٠.‏ 5 فان يكون = A4‏ 
ل هه 4 - 1 

إذا كان “4 و 82 المرافقين للمصفوفتين 4 و 8 وإذاكان » عددا مافإنه يكون : 

(kA) = K.A ع-(4) و )د(‎ A4 (+) 

من (ة) و قة) الواردة أعلاه بمكن إثبات ما يل : 
1 - المصفوفة المرافقة محموع مصفوفتين هى مجموع مرافقهما أى : 4+8 =(4+8) 


1 - المصفوفة المرافقة لحاصل ضرب مصفوفتين هى حاصل ضرب مرافقهما بنفس التر تيب أى 
يرمز لمنقول م بالرمز “4 ( منقول المصفوفة المرافقة ل 4 ). ونكتب ذلك فى كثير من الأحيان بالشكل *4 


(AB) = A.B : 


كذلك : 
5 - إن منقول المصفوفة المرافقة المصفوفة 4 يساوى المصفوفة المرافقة لمنقول 4 أى (45) - (4) 


مثال ۲ : 


من المشال ۲ ينتج أن 


3 1-2 واحد ده 3 2i‏ + 1 راح 3 2 = 1 
)4(١ 4 = A) -=‏ - = ) 
| | (4) بيا 0 0 | 1 ١‏ ا 5 | 


> 


( 


~~ 2+3 


المصفوفات الهرميقية : 
<< تسمى المصفوفة المربعة [رري ] = 4 الى تحقق العلاقة ۸4 = ۸4 مصفوفة هيرميتية . أى أن المصفوفة 4/, تكون 
هير ميتية إذا كان ززه = زره لكلقم ةو تر . ومن الواضح أن عناصر قطر كل مصفوفة هير ميتية أعداد E‏ 


) مثال ٤‏ | ر 1-4 1 
A=liri 3 if‏ مصفوفة هر ميتية . 
إن المصفو فة 


هل المصغوفة ۸K۸4‏ هرميتية إذا كان م عددا حقيقيا ما ؟ وإذا كان عددا مركبا ما ؟ 
المصفوفة المربعة [ر»] = 4 الى تحقق العلاقة ۸4 - = 4 تسمى مصفوفة هير ميتية متخا 
متخالفة فا إذا کان زي س = ززه لكل قم و “رومن الواضح أن عناصر قطر مصفوفة هير ميتية متخالفة أما أن تكون 


2 -4 0 


لفة أى تكون المصفو فة هبر ميتية 


أصفارا أو أعدادا تخيلية يحتة . 


مثال © . 
i li 2‏ ) 
إن ارق أأأ 34 4-1-1-4 هه مصفوفة هير ميتية معخالفة ٠‏ . هل 4 هير ميتية متخالفة إذا كان ۾ عددا 


0 1 2- 
-حقيقيا ما ؟ إذا کان عددا مرکبا ؟ وإذا كان عددا تيليا عتا ؟ 








۱١‏ | الفصل الثانى : بعض انماط من _المصفوفات 
بإحداث تغير ات طفيفة فى المسألة ١٠‏ ممكننا أن تبرهن : 

× - إذا كانت 4 مصفوفة مربعة من الدرجة ‏ فإن 4 + 4 تكون مصفوفة هيرميتية و 4-4 مصفوفة 
ينتج عن النظرية 2 مايل : 

1* - بمكن كتابة كل مصفوفة مربعة 4 لماعناصر أعداد مركبة » كجموع المصفوفة الميرميتية ( 4 + 4 )4 =8 

والمصفوفة اير ميتية المحخالفة ( 4 - 4 )4 = €١‏ 


المجموع المباشر ٠‏ 


إذا كانت و4 ,... ,و۸4 ,۸ مصفوفات مربعة درجانّها على الثر تيب 1٠2٠ ٠...۳.‏ وإن المصهوفة القطرية : 
44١ 0 0‏ 
! ... و4 0 
)و۸4 و diag (A1, Aa,‏ = 2 = 4 
۴ 0 0 


تسمىالمجموع المباشر للمصفوفة ,4 


مثال " : إذاكان [2] =4 


1- 2 1 
1 |4 د اه 0 2| =4 


20000 û 
0 1 2 0 0 0 و 4 هو‎ A فإن المجموع المباشر المصفوفات 4 و‎ 
ش٠‎ 0 3 400 0 ) 
diag (4. 42.48) = |o 0 0 1 2 -1 
00020 3 
0 0 04 1 -2 


إن المسألة ه (ب) من الفصل ١‏ توضح النظر بة التالية : 
XH‏ - إذا كان (يك ,... ,ھ4 B8», ..., 8(4 = diag )A4,,‏ ,و8) 0186 ع #حبث ,4 و :8 مصفوفتان من در جة و أححدة 


لغم ,(5 ,... ,1,2 ع غ). «إنه يكون 10!.(ج8و4 ,... ,ويك .ولي4) وهتنل ع 48 دوط؛ 


مسائل محلولة 


41 0 2 0 b14 bı2 اه‎ bın 2111 0112 ف‎ d1 
0 ببوأويه .... يريه رديه ببوة .... ييه يه 0 ... ديت‎ 

١‏ م اك I N 010121021212165 ousenauasoeossscocanscoeoss 0000 COE‏ حاصل 
Ona a2 4a an‏ يوأويه | Dan‏ ووه Can Dg‏ 0 0 


الضر ب 48 لمصفوفة مربعة قطرية (ع#»© .... .,جج6 ,وية) ©4018 = 4 د حنها 7# بأى مصفوفة 8 ذات الدرجة ۸ × 7۸ 
نحصل عليه بضر ب الصف الأول من 8 فى وره والصف الثاني متها ىق رره وهكذا , . . . 





الفصل الثانى : بعض أنماط من الخصفوفات ۷ 


۲ - برهن أن المصفوفتين 1 م و ۴ تبديليتن لكل قم 4 ,© ,8 a,‏ 
e‏ 


b a ٍ 
: إن هذا ينتج عن‎ 
a bije d ac +bd ad+bc ce dila هه‎ 
b alld c|  flbc+ad bd+ac| jd clib af 
2 -2 -4 
. برهن أن ءي و ر_ | «تساوية القوى‎ - ٣ 
1 -2 -3 
. 2 2 ~4 2 ~2 -4 2 -2 4 
£ - |1 5 ۾ 3 1-أنلبده‎ - |]-1 3 4| - 4 
1-2 -3[1[1 1 -2 -3 1-2 -3 


4 دبرهن أب إد كان 4 + 48 و 8 >= 84 فإن 4 و 8 تكونا متساويتا القوى . 
نك 4 = 4.4 - 48(4) - AR4‏ :4 - 48 - (4)84 > 484 وعلى ذلك 4 د 42 أى أن 4 متساوية القوى . 
استخدم حاصل أنبصر با 848 | ى تر هن أن 8 مصفوفة متساوية القوى . 


١ 1 3‏ 
ه - برهن أن 6 2 5 = 4ر .عهدومة القوى من الدرجة 3 . 
و ك ْ 
أ 0 0 3 1 1 ]|3 1 1 3 1 1 01 0 0 
9 8 3 [- ]6 2 5 6 2 5 |= »4 , ©--]6 2 5 و 3 3 |= 4-4.4 ٠‏ 
3- 1 1- 3- 1- 311-2- 1- 2س 3- 1- 2-||3~ 1- 1- دق 





چ 


۷ -إذافرضنا ۸4 و 8 و © مصفوفات مربعة تحقق [=48 و €C4=1‏ فإنه ينتج عن العلاقة ( 8 4) €=8 (4/©) 
أن © ح 8. وعلى ذلك 4-4 د © = 8 هى المىكوس الوحيد للمصفوفة ۸4 (ما هى المصفوفة 21 ؟ ) . 
م يرهن أن . 4-1 , 8-1 = 1-(8م) 

بالتعريف .] = زهرم)(هم) ‏ رهم)*(48م) والآن 


(B.A AB 5 2 0 = BIB = BB =1 
AB(B ^.4) = A4(BB)A4 = A44 = 1 و‎ 

واستنادا إلى المسألة 7 فإن +-(48م) وحيدة . أى : 81.41 = '(48) . 

4- برهن مايل : تكون المصفوفة 4 مصفوفة ملتفة ف) إذا (وإذافقط ) كان 0 = ( 4 + 1) (۸4 -1) 
لنفرض :0 - 1-4 = (1-4()1+4) فينتج عن ذلك أن 7 د 42 وأن 4 مصفوفة ملتفة . 
لنفرض أن ۸4 مصفوفة ملتفة فينتج عن هذاآن 7 = 42 و .0 - 1-1 - 2م-( = )1-4)(1+4( 

-٠‏ برهن أن 8 + A4‏ = (ثه ب م) 

لفرض ره ]= 4 ر [ رة ] - 8 يكفينا أن نبرهن أن المنصر الواقم فى الصف ذى الرتم 1 

والعبود ثر من المصفوفات ‏ 4 .8 و (8 + 4 ) هى على الرتيب ززه و إرة و زرط + إزه. 












۸ 2 الفصل الثاتى : بعض أنماط من المصفوفات 
درس برهن أن : 4 8 = (8 ك4 ) . 
بقرض | زز ] = ۸4 صفوفة در جہا ۸×۸ و | ۵jj‏ | = 8 مصفوفة درجها ۸×70 
فإن [ م0 ] > 48 -- © مصفوفة در جنها م × . إن العنصر الواقع ى الصف ذى الرقم 7 والعمود ذى الرقم 
زمن 48 هو (68 8" رسي = زه وهو أيضا العنصر الواقع فى الصف ذى الرتم تر والعمود ذى الرقم # من , 
لمصفوفة (48) . ) 
إن عناصر الصف ذى الرق ترمن “8 هى و8 .... .زوة .وذ و ان عناصر العمود ذى الرقم # من “4 «ى .يريه.... .هه .641 
إذن العنصر الواقع فى الصف ذى الرقم ر والعمود ذى الرقم ¡ من ۸4 8 هو : 


زز = زو چ 2 د Rj ik‏ 1 2 
وهذا يؤدى إلى أن : >4م 8 = 6( 8 4 ) . 
۴ - برهن أن : 4 8 “© ع (480) . 
اكتب ') (48 ) - ABC‏ و استنتج من المسألة ٠‏ ان {(AB)C} = C“(AB)’ = CBA.‏ = 2486 


ET‏ حوره .آنه إذا كانت [:ْ 4 | - 4 مصفو فه مربعة من الدر جة م فإن َ4 +4 = B—= [bjj]‏ تكون مصفوفك معاثله 


البرهان الأول ٠‏ 
إن العنصر الواقع فى الصف فى الرتم 7 والعموه ذى الرقم و وإن العنصر المناظر له فى 4 هو 
dji‏ إذن Dij > jita ji‏ إن العنصر الواقع 6 الصف د ى ذ. الرقم j‏ والعمود ذى الرقم 1 من ”7 عو aji‏ وإن 


المنصر المناظر له من 4٣‏ هو زه . إذن ينه + بره = زرط آی آن زرط = زرط رإن 8 مصفوفة ماثلة . 
البرهان الثانى : ) ) 
استنادا إلى المسألة ٠٠١‏ جحد ۸4 + 4 - 4+۸4 = ل 4) +4 د 7 4+4) أى أن ( ۸47 + 4 ) ر 
١4‏ - برهن أنه إذا كانت 74 : ا 50 مبائلتن فإن 48 تكون مصفوفة متائلة إذا ( وإذا خقط ) كانت 
المصفوفتان 4 و 8 تبديليتين . س ل | 
لنفرض أن 4 و 8 تبديليتان أى 48 = 84 = 84 = (48) فيكون .84 = 48 أى أن 48 ماثلة. 
لنفرض أن 48 مّائلة أى 8 4, = (48) الآن 84 = 8۸4 = (48) وينتج عن ذلك أن 84 = 48 وأن 
المصفوفتين 4 و 7 تبديليتات . 
١٠‏ - برهن أنه إذا كانت المصفوفة المربعة م ذات الدرجة م متاثلة ( متاثلة تخالفية ) وإذا كانت المصفوفة م من 
الدرجة »امم فإن طم ”م - 8 مصفوفة مماثلة ( مماثلة تخالفية ) . 
إذا كانت 4رم_اثلة (انظر المسألة )١ ٠‏ عفان B = (PAPY = PA4(P'Y = PAP >» PAP‏ و ينتج عن هذا أن 8 ممائلة . 
إذا كانت 4 مماثلة تخالفية فإن ممم = (845) - “8 و ينتج عن ذلك أن 8 ماثلة تخالفية . 
11 - برهن أنه إذا كانت 4 و ا مصفوفتين مر بعتين من درجة م فإن 4 و 8 تبديليتان إذا ( وإذا ققط ) كان 
4-1 و 8-817 تبديلتين لأى قيمة للعدد م . ٠‏ 
لنفرض أن 4 و 8 تبديليتان أى 8,4 = 48 وعل ذلك 


0 اباط +(8 +4)كم - 48 
BA -kA+B)+kI! = (B-kD(A-—kD‏ = 
وينتج ع ما تقدم أن 4-۸1 و 8-۸1 تبديليتان". 


(A —~kI)(B -(( 











الفصل الثانى : بعض أنماط من المصفوفات ۱۹ 








لنفر ض أن #7-4/ و [8-۸ تبديليتان فيكون : 


48  مي)4+8(+ 2م‎ 
BA -k(A+B)+#1 = (B-kI)(A -kI) 


(A -kI)(B —k1) 


ونحد أن 84 = 48 وهذایعی أن ۸4 و 8 تبديلتان. 


مسائل اضافية 
۱۷ - برهن أن حاصل ضرب مصفوفتين مثلثيتين علويتين ( سفليتين ) هومصفوفة مثلثية علوية ( سفلية ) . 
- استنتج قاعدة لتكوين حاصل الضر ب 8/4 للمصفوفة 8 ذات الدر جة ءا 72 بالمصفوفة القطريه : (١‏ يرير©, ....8)611,222هذ0 - 4 
إرشاد : انظر المساله ١‏ 
و - برهن أنه بمكن كتابة المصفوفة العددية الى عناصرها قطرها هى العدد ع/ بالشكل [) و أن ,۸4 k14 = diag)k,k,...,(‏ = 4م 
حيث تساوى درجة / عدد صفوف المصموفة 4 . 


. -إذا كانت 4 مصفوفة مربعة در جا ۸ نر هن أن 4.4 = 42.47 حيث م و © عددادن حميحان موجبات‎ ٠١ 


5 2-3 5 3 1- 
١؟-(١)‏ برهنأن |85 4 1-|= 4 و |5- 1-3 | = 8 متساوينا القوى . 
4- 3- 1 5 3 1- 


(ب) استعمل 4 و 8 لعبر هن على أن عكس أمسألة ؛ غير صحيح . 
؟+؟ ‏ إذا كانت 4 مصفوفة متساوية القوى فير هن أن B8 = FA‏ رتالفو وان 0 - 84 ح 48 : 


2 2 1 
م«م-(١)‏ إذا كان|ج2 1 2]|- 4فرهنان ‏ .0 - 5/7 42-44 
1 2 2 
3 1 2 
(ب) إذاكان |2 1- 1| = 4 فرهن أن .0 = 94 - 24 - 4 .لکن .0 + 91 - 4-24 
| 1 2 1 
0 0014 1 0 | 1 0 2 1-1- 
4؟-برهنأن ./ = إ1 0 0 | [1-1-1-] - |0 1 0 
1- 1- 1~ 0 0 1[ 0 0 


6 2- 1 
٥‏ - برهن آن : 2 ع = 4 مصفوفة دورية دورما 2 
3- 0 2 


4- 3- 1 
۲۹ برهن أن أ4 3 1س معدو مة القوى . 


4 ق3- 1 
6- 1- 2- 
= 4 و 9 2 3 = B‏ تبدیلیتان 


-1 -1 -4 


تم نم عمس 


1 3 
3 0| )١( برهن أن‎ ٣۷ 
1-1-1 


1 3 0 2/3 
2 | = 1/5۸4 2/5 3/5-]- 8 تبديليتان 
5 5 1/5- 7/15 


(ب) 


سر ی تم 
دم مم لثر 








1 الفصل الثانى : بعض أنماط من المصفوفات 


م - برهن أن 0 1 = 4م 5 7 - 8 تنديليتان عكسيا و أن 2 +42 - 8(5 +4م) 


۲۹ برک أن کوس ار ات 0 ٣‏ 2 | 1 تبديلية عكسيا كل مع الأخرى . 0 
٠‏ - برهن أن المصفوفات الوحيدة التبديلية مع كل مصفوفة مر بعة من الدر جة , هى المصفوفات المر بعة العددية من الدرجة مم 
و“ )١1(-‏ أوجد كل المصفوفات التبديلية مع (3 ,2 ,1) 0188 

(ب) أوجد كل المصفوفات التبديلية مع .ورت ,... ,وجه ,)۵188 


۱ : 1 
الحواب ( | ) (ء,۵, )۵188 حيث » ,ث ,4 هي اختياريه . 


3 2 1 1 2- 3 
م ما | 5 2| ی سكو ا 
5- 4~ 1 
1 
2- 
0 
8 


0 
0 
(ب) 01 1 
1 


صر زج لتر N‏ 
© © ت س“ 


0 
1 
2 
3 


5 0 1 6 2|164 1] . 2 1 | 1 2 
١ ~~‏ صر = عاد معكو الحو أب 
اا 1 م 1 ١‏ : | 5 00 | | /17- 2 د 


- برهن أن معكوس مصفوفة قطرية 4 لا يساوى أى عنصر ى قطرها الصفر ٠‏ هو مصفوفة قطر ية عناصر قطرها » معكوسات 
عناصر قطر 4 وواقعة بالترتيب الأصل ذاته وهى من درجة 4 نفساوبصورة خاصة يكون معكوس برآ هو برك نفسها . 


1-1 0 3 3 4 | 
و” ب برهن أن 4 3- 4 = 4 و [1-. 0 1-1 8 منتفتان . 
4 3- 3 3 4-- 4- ۰ 


0 0 0 1 
0 دا1 0 0 1 0 0 12 2 
۴۹ - بالتجزئ أ کتب س = 4 . برهن أن j‏ = > 4 
و 1- 1 0 86-1 ه 5 ل 1 
cd 0 -1‏ : 


»م - برهن أن )١(‏ ,4 =( (ب) K4‏ = (44) (6) ( جب) 45(7) -(42) حيث 7 عدد سصحيح موجب . 
۸ - برهن أن 4-1 (ABCJ ` = C1 B-1‏ + رشاد | ااكتا : €٤‏ (48) 6 8 ك4 . 

۹ برهن (1) A4,‏ = yھ)‏ (ب 24-4 = (kA);‏ > )ر3 - 1 4y‏ حيث م عدد مسحيح موجب . 

٠‏ - برهن أن كل مصفوفة حقيقية مماثلة هى مصفوفة هير ميتية 


۱ء - برهن أن (1) ,4 = (4) (ب) ,4+8 -درهجن (+) ,2ج -ممخ )5( AB)= AB.‏ 





1 1+8 2+3: 


۴ برهن أن )١(‏ ا م عرس 
ˆ 0 ¢ 2-348 
i 1+2 2-3‏ 
(ب) 1 2i‏ )+1 ] ع 6 هير مينيه <٠‏ لفه 


0 1 (©2-38- 
(+) 8 هير ميتية . 


(د) 4 هيرمبتية و8 هيرميتية متخالفة . 














النصل الثانى : بعض أنماط من المصفوفات ۲١‏ 


۴ - إذا كانت 4 مصفوفة مربعة من.. الدرجة ۾" فيرهن أن (ا) 44 و 44 مإثلتان (ب ) AA s A+A‏ 
؛: - برهن أنه إذا كانت 7 مصفوفة هير ميتية ,وكانت 4 أى مصفوفة متوافقة بالنسبة للضرب فإن 4 (4) تكون 
مصفوفة هير ميتية . 

و؛ - برهن أنه مكن كتابة كل مصفوفة هيرميتية 4 بالشکل ٤‏ ¡ + 8 حيث 8 مصفوفة حقيقية مماثلة و ') 
5؛ - برهن )١(‏ أنه بمكن كتابة كل مصفوفة هير ميتية تخالفية ۸ بالشكل 0 م + 8 = 4 حيث 8 حقيقية ممائلة 
E a E E‏ ۰ 

(ب) وأن 4 4 تكون حقيقية إذا ( وإذا فقط ) كانت 8 و © متبادلتين عكسيا . 

40 برهن أنه إذا كانت 4 و8 تبديليتين فإن 41 , الو #4 ;B‏ 4 , 8 تكون ثلاثة أزواج تبديلية من 
المصفوفات . 

ابره أن لت بو # الصحيحة الموجبة تكون 4 و "8 تبديليتين فيا إذا كانت المصفوفتان 4 و 8 


+ 1 0 8 4 a E د ۴ 2 11 ر‎ 

۱ 0ا‎ ۸ a برهن آن (۱) ۹ = (ب)‎ - ٩ 
NS 8 : 0 ۸ 0 ۸ : 
0 0 A 0 A 


٠ه‏ - برهن أنه إذاكانت 4 متاثلة أو متاثلة تخالفية فإن ۸4۸4 د 44 و 4 ماثلتان. 
وه - إذا كانت 6.8.....8 مقادير عددية م عدد صحيح موجب » فأثبت أئه إذا كانت 4 مماثلة فإن 1ع +... +“ 6۸4+ هه 
تكرن ماثلة أيضا . 
؟ه - برهن أنه يمكن كتابة كل مصفوفة مربعة 4 بالشكل € + 8 = 4 حيث 8 مصفوفة هيرميتية و € مصفوفة 
مه - برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة حقيقية ماثلة تخالفية أو إذا كانت ۸4 مصفوفة مركبة وهير ميتية تخالفية فإن 14 + هير ميتية . 
هه - برهن أنه بمكن ذكر النظرية الواردة ف المسألة ؟ه بالشكل التالى : 
بمكن كتابة كل مصفوفة مربعة 4 بالشكل ©: 4 8 = 4 حيت 8 و © مصفوفتان هير ميتيتان . 
وه - برهن أنه إذا حققت كل من 4 و 8 الملاقتين 4 = 48 و8 ع 84 فإن )|1( 4= 84 , 8 48 
(ب) 84 .مصفوفتان متساويتا القوى . (ج) / = 8 = 4 وذذلك إذا كان ل 4 معكوس . 
٠ه‏ -إذا كانت 4 مصفوفة ملتفة فبرهن أن ( 4 لل / )1/2 و (7-4 )1/2 مصفوفتان متساويتا القوى وأن 
(1I - 4) = 0‏ )1+4( 20 
باه - إذا كان لمصفوفة مربعة 4 معكوس 1+ 4 فبرهن أن : 
(1) توم كنم و(ب) 4۳ر و(ج+) 7 4) = 7 4) 
إرشاد : )١(‏ بمكن باستخدام منقول 44-1-1 وإيجاد (4-1/) كمكوس للمصفوفة “4 
مه - أو جد كل مصفوفة قابلة للمبادلة مغ diag(1.1.2.2). (+) diag(1.1.2.3)  )١(‏ 
الجواب : (1) .(.4.0)عdia‏ » (ب) (4.8)هوز1ك حيث 4 و 8 مصفوفتان مربعتان من الدرجة الثانية 
عناص رهما اختيارية وء و 8 مقداران عدديان . 











۲٢‏ ٌْ الفصل الثانى : بعض أنماط من المصفوفات 


هه - إذا كانت و4 ...41.42 مصفوفات عددية در جما على الرتيب 8 ل ا 0 كل المصفوفات القابلة المبادلة : 
diag (A1. A42. .... Ag)‏ ۰ 
الجواب : (و8 .... .و8 .0186)81 حیث و8 .... .81.8 مصفوفات در جتها على الثر تيب جم > يم + وم 
وعناصرها اختيارية . ظ 

۰ - إذا کان 0 = 48 حيث 4 و 8 مصفوفتان مربعتان غير صغريتين ٠‏ فإننا نقول إن 4 و 8 قاسمان الصفر . 
برهن أن المصفوفتين 4 و 8 الواردتين ف المسألة ١١‏ قاسمان للصفر . 

١و‏ - إذا کان )ى4 .... .ھ4 .41( diag (Bı. Bڊ..... Bq) s 4 = diag‏ - 8 حيث ر4 و :8 من نفس الدرجة » (كر...,2,اكة) ٠‏ 
فبر هن أن : ۰ 

A+B = dilag(4,+Bı.A42+Ba.....As*B (1) 

AB = diag(4,Bı.4282.....4و8s) (ٻ)‎ 
trace 4B = trace A,B, + trace AB + ... + trace (ج) .و8و4‎ 

۲ برهن أنه إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين مربعتين من درجة #” ماثلتين تخالفيتين فإن 48 تكون ماثلة إذا 
(وإذا فقط ) كانت 4 و 8 تبديليتين . 0 

۳ - برهن آنه إذا كأنت 4 مصفوفة ا مق اا n‏ وكان ی ل م م = 8 حيث # و ۶ مقداران عددیان ۰ 
فإن 4 و 8 تبديليتان . 

4 - لنفرض أن كه و 8 مصفوتتان مر بعتان من الدر جة 2/ وأن ج52 ,51 ,71,72 مقادير عددية نحيث يكون.251: # وک۲ 
برهن أن المصفوفتين 8و5 + 4ي - و0 8يى+ 4م - رم تبديليعين »ء إذا ( وإذا فقط ) كانت 4 و 8 تبديليتين . 

٠‏ - برهن أن مصفوفة مربعة 4 درسّها # لا يكون لما معكوس إذا (1) كانت عناصر صف (عمود ) منها مبدومة أو 

(ب) كان صفان (عودان ) منها متساويين أو ( ج ) كان صف (عمود ) مساويا مجموع صفين ( عمودين ) آخرین فیا . 
5 - إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين مربعتين من الدرجة ۸ وكان ل 4 معكوس قبرهن أن : 


(4+8م) 3 4-8(4م) ع (4-8) *4+8(4) 

















المصل الثالك 


التبادل : اعتبر التباديل 6 / 3 للإأعداد الطبيعية 1,2,3 مأخوذة كلها 


123 132 213 231 312 321 )3.1( 


راف ايل أل التباديل 24 - /4 للأعداد الطبيعية 1,2,3,4 مأخوذة كلها : 
u‏ 4123 3124 2134 1234 
(2. 4213 3214 2314 1324 


إذا وقع عدد طبيعى فى تبديل » قبل آخر يصغره » نقول إنه يوجد تعا كس . 
زوجيا ( فرديا ) فإننا نسمى هذا التبديل بأنه زوجى ( فردى ) . مثال ذلك ى (3.1)» نجد أن التبدیل 123 زوجى 
لأنه لا حوى تعاكسات وأن التبديل 132 فردى أن المدد 3 يسبقالعدد 2 وأن التبديل 312 زوجى لأن فيه العدد 3 يسبق 
2 . أما فى (3.2) › فإن العبديل 4213 زوجى لآن العدد 4 يسبق العدد 2 والعدد 4 يسبق 


وإذا كان » یتبدیل ما > عدد التعا کسات 


العدد 1 والعدد 3 يسبق العدد 
العدد 1 والعدد 4 يسبق العدد 3 وأخيرا العدد 2 يسبق العدد 1 . 


محددة مصفوفة مربعة : اعتبر المصفوفة المربعة من الدرجة / : 


بجر 4 ....١‏ و61 0412 611 


1 0 .... ووة وو ووة 

A4 21 “22 423 2n )3.3( 
61 62 و6‎ .... Ann 

(3.4) رز" ۰۰۰۰ ز3 ز2“ 4213 


ل م من عناصر هذه المصفوفة » اخترت بأخذ عنصر. واحد فقط من كل صف وعنصر واد ف “ين كل ود 
من هذه المصفوفة . ئی (4. 3) تم ترتیب العوامل › کا هو معتاد » نحيث تكون متوالية الدليل الأول هذه العوامل بالر تيب 
الطبيعى 7و....,1,2 إن المتوالية 70 :71:72:00 للدليل الثاف هى واحدة من متبادلات الأعداد # ,...,2 ,1 والى يساوى 
عددها 2 ( سيزداد القارى” خبرة لو أجرى مواز 
حاصل ضرب حيث تكون متوالية الدليل الثاف مرتبة بالتر تيب الطبيعى ) . 

لأى تبديل معين ير ,... ,وز ,وم لأدلة العوامل الثانية » نفرض 1+ > بز .... وز وز 
زوجيا أو فرديا ولتكتب حاصل الضرب المذكور مزودا بإشارة : 


يا للعمل الوارد فى هذا الكتعاب . برهانا آخر يستعمل فيه 


أو 1 - نحسب مايكون هذا التبديل 


“n )3.5(‏ ۰ ي2 زد“ رز .... لژ ° 


نعى ممحددة 4 ونرمز لمابالرمز أ4| » مجموع كل حواصل الضر ب الى من الشكل (5 . 3) والمماة محدود |4| 
والى بمكن تكويما من عناصر 4 وأى 


An iy )3.6(‏ و د 611 ...€ > = |4 | 
ت التجميم على ور ...١‏ ,دز أ تباديل الأعداد الطبيعية #و.....1.2 وإن عدد هذه التباديل يسوى ‏ م - م 


تسى محددة المصفوفة المر بعة من الدر جة 27 محددة من الدر جة 7 . 











1 الفصل الثاقث : مهددة مصفوفة مربعة 





المحددة من الدرحة الثانية والدرجة الثالثة ٠‏ 
من (3.6) قى حالة 2 - ماو 3 جح م متحصل على 


(3.7) 2621© - جج116 ج120 €1 + G12‏ €2 ج 


(3.8) . و 412664 وي + 1022 دو + وو26ج6116 ود٤۴‏ = 
دهت ديت و2 يورو + روت و91 €2 + 01و2“ g1‏ + 


3 ¬ 102302“ ¬ ووت رجت0 dı‏ 2 
21و - جه00ي6و061 + وولاوية و06 + 


(ودوهييه - ووهيوهاويه + (رمه ييه - ووت بيه )يرك - (وج0اهي6ه - وم011)0220 = 


2 ويه ويه ديه > | 2 
و يمه © رمه 


+ d13 











2 1 
2 شا ات - = 29%3 — 1.04 = 
| 2 6 -4 2 - 4 0ه 
ب > 3g‏ = 0+3 = 13-) = | ا 
Ol‏ 3 | 
۰ | | !1 1 1 
0 : 1 2 ا 0 


20:0 -- 101( - 30100 - 10: 23( + 5)11 - 0°2( = 2)-1( - 3)-2( + 5)1( - 9 


4- 
د-- !0.0 -(5-)4(11-) + [2(0-) -(6-)3(11-) - [(5-)2-) - (6-)210 - 2 
6- 

= -20 - 18 + 20 = -18 


خو اص المحددات ّ 





Q21 @22 


3 2 ووب 


و2 2ج d2‏ 


و 2© 5141© | 





| 


ى كل موضع من هذا البند » نمنى ب 4 مصفوفة مربعة يعطى محددها | 4 | بالعلاقة (3.6) . 


00 لتفرض أن كل عنصر من الصف ذى الرتم 8 ( كل عنصر من العمود ذى الرتم ثر ) يساوى 


ظ حد من حدود المجموع (3.6) بحوى عنصرا من هذا الصف (العمود ) فإن كل عنصر من هذا المجموع 
: 1 دا کان کل متسر من صف (عود) ف مصفوةة مر » سا الصفر » فان 0 ب 


ليكن “4 منقول المصفوفة 4 نرى أن كل حد من (3.6) يمكن الحصول عليه من 
الوا الأول ثم الثاى ...ثم الأخير أى : 

1. إذا كانت 4 مصفوفة مربعة فإن | 4 | = | 4 | وهنا يعتى أنه ٠‏ لكل نظرية تتعلق بصفوف محددة ٠‏ 
يوجد نظرية مناظرة تتعلق بأعمدة هذه الحددة والفكس بالعكس . ) 








الصفر . ما أن كل 
يساوى الصفر و نستنئج 


7 بأن تار .العواہل 





ا 
3 
1 
3 


تسمه کے ا کے Ez‏ 








الفصل الثالث : محددة مصفوفة مريعة 0ل 








لتكن 8 المصفوفة الى تنتج من 4 بضرب كل عنصر من عناصر صفها ذى الرقر م بالعدد م ما أن كل حد هن 
مفكوك |8| حوى عنصرا واحدا فقط من عناصر هذا الصف فإنه ينتج عن لك» أن كل حد من هذا المفكوك بحوى / كعاملو يكون : 


امام = اب رززز ...زا × م = إها 
لذلك » 
1. إذا ضر بنا كل عنصر من عناصر صف (عمود )المحددة | 4 | بالعدد / فإن المحددة تضرب ى / إذا حوى 
كل عنصر من عناصر صف ( عمود )المحددة | 4 | العامل ( المضروب ) / فإنه يمكن وضع / كضروب 


مشترك ف | 4 | 
مغثال ذلك ٠‏ 
و0 dı d2‏ و61 612 611 0419 0 0411 
و 422 d1‏ 8 و6 ج622 ووة kaza d23 > k‏ 021 
kasa kasa‏ 1و6 و 082 d31‏ و2 وع 10 01 


لترمز بالرمز 8 للمصفوفة الى تنتح عن 4 بالبادلة بين الصفين اللذين بحملان الرقين :و | ٣‏ ,م 
إن کل حاصل ضرب فى (3.6) المتعلق ب |4 | هو حاصل ضرب نى |8 | والعکس بالعكس أى . بإهمال الإشارات» 
مكننا أن نقول إن (3.6)هو مفكوك | 8 | . عند عد التعاكسات فى دليل أى حد من (3.6) كحد فى | 8 | 
فإننا نلاحظ أن وضع 2+1 قبل 2 يعطى تعاكسا إضافيا وعلى .ذلك فكل مضروب ى (3.6) مع تغيير إشارته 


هو خدمن حدود | 8 | ويكون | 4 | - = | 8 | أى : 
۷[. إذانتج 8 عن 4 بالمبادلة بين صفين (عمودين) متجاورين فإنه يكون | 4 | - - | 8 |. 
كنتيجة للنظرية 77 حد: 
۷. إذا نتج 8 من 4 بالمبادلة بين أى صفين (عمودين) منه فإن | 4 | - | 8 |. 
1. إذا نتج 8 عن 4 بإمرار الصف (العمود) ذى الرقم 2 فوق م صفا (حمودا ) من 4 فإنه يكون 
CDP 4 |‏ = |4 | 
911. إذاكان صفان (عمودان) من 4 متطابقين فإن 0 = | 4 | . 


لنقر هن أن كل عنص .فق عناضر' الضف الأو لاهن ۸ مكونا من جموع حدين : ز1٩‏ + زط = زږه 
احيث .(2,...,8 ,1 -7) فإنه يكون : 
4 


زج ١٠.٠و‏ زهت رز وه (ز 61 + رؤدة) برق ... دنر 


2 
5 
زج ۰۰۰۰ وز ز2" 611 وز ...ز6 2 + يج ۰۰۰۰ زه رزجه ز1٥‏ وار © 2 = 


bı4 bı4 b13 bın 611 °12 C13 Cin 

@21 وج ج62‎ don d21 @22 Q23 Con 
= + 

anı “za ûns Cnn dn “na و‎ dnn 


على وجه العموم 








۹1 ۱ الفصل الثالثك : محددة مصفوفة مربعة 


إن عناصر الصف (العمود) ذى الرقم رمن هذه الحددات على الرتيب العناصر الأولى » الثانية ... الأخيرة من الجاميع المذ كورة › 
أما بقية الصفوف ( الأعمدة ) فتبقى هى نفسها الموجودة فى 4 ۱ 
إن النظرية الأكثر استعمالا هى التالية : 






62 ود 024 


ووه + وو© ووه + موه ag + kaz‏ و6 2و6 ag + kass‏ وو© “a1 “g2‏ 


أنظر المسائل ١‏ - ۷ 


المصغرات الأول والمعاملات المرافقة : 
لتكن المصفوفة المربعة 4 ذات الدرجة # المعطاة فى ( 3.3 ) وتحددتها | 4 | المعطاة بالعلاقة (6--3) إذا 
حذفنا من 4 عناصر صفة ذى الرقم 7 وعموده ذى الرقم ر فإننا نسمى تخددة المصفوفة المربعة ذات الدرر جه (2-1) 
النائجة » المصغر الأول للمصفوفة 4 أو للمحددة |4 | ونرمز له بالرمز | ز4 | وكثير ” ما أسميه مصغر زر . تسى 
المصفر مزودا بإشارته | ,86 | 2+7 (1-) بلمعامل المرافق للعنصر © وترمز له بالرمر ره . 
١ 2141 012 5‏ 
مثال ١‏ : إذا كان ويه موه همه | = ۸4۸ فإن 


5 ج2حمة يوة 

















0001 ار 80 2ع | ريو‎ alc 
1هوة 8 1و6 و دهه 1 ظ‎ 62 
0 01414 = ا‎ Ma = Maal. 012 - (7 ا = أا‎ 
0145 (-1 8| = (M18| 
|4| 5 a11 M4, | - أو أويه + أوو» أويه‎ 


و0 + 2012© + 011011 = 


٭. إن قيمة المحددة | 4 | حيث 4 هى المصفوفة المعطاة فى (3.3) تساوى يجموع حواصل الضرب الى تحصل 
علها بضرب كل عنصر من عناصر صف (عمود )من العامل المرافق له أى : 


¢ : 1 
2 |4| = aji, + aja j2 + ‘° + Gjpliy, = 2 i Rk )3.9( 


î 
- زز = زسازبە + 00 + زولازيە + زز‎ ` (i =1.2,...,2( )3.10( 











الفصل الثالث : محددة مصفوفة مريعة ٢۷‏ 





باستخدام النظرية ۷11 يمكننا أن نبرهن : 
. إن مجموع حواصل الضرب المكونة من ضرب عناصر صف ( عمود ) من المصفوفة المربعة 4 ذات الدرجة م 
بالعملات المرأفقة لعناصر صف (عمود ) آخر من A4‏ يساوى الصفر . 
مثال ؟ : إذا كانت 4 مصفوفة المثال + فإنه يكون : 
|4 | = وود + دورو“ + agg‏ 


و 
|4 = ورو + وجه0هجوه©ه + وړ 


واو + برو + اړو 
2g‏ + وه0جي6© + 61201 


1 


أنظر المسألتين ١١-١ ٠‏ 
المصفرات والمتممات الجبرية : 

لتكن المصفوفة(3 . 3) ولنفرض أن ١‏ هأ ...و ,وة مرتبة بالثر تيب المز أيد هى2مء حيث ( ۸<”<1) دليل من أدلة 
الصفوف م« .... ,1.2 رر اا آن ‏ ]۰۰2 .2 j,‏ مر تة بالر تيب المعز أيد هى " دليل من أدلة أعمدة و لنفر ض 
أخيرا أن الصفوف والأعدة الباقية مرتبة أيضا بالترتيب المتزايد هى وأر.... توعوار يمور و موقب وعو وديا 
على الثر تيب . إن مثل هذا الفصل لأدلة الصقوف والأعمدة يعبن » بشكل وحيد . المصفوفتين : ) 


ad ۰‏ م6هاه 0 : 0 
11 2ر 171+ 


172٠٠ و ی ل‎ i2 
e ™ و و‎ asas Sk )3.11( 
ية ''' زيا“ زپ‎ 
i+ 1+1 ومو > 4ف‎ e i+ 1n 
emen ig asa igor n+2 Fig 42in 
RE ° Pariser )3.12( 


Gini °°° irin‏ 1 ج01 
واللتان تسميان المصفوفتين الجزئيتين المصفوفة 4م . 
نسمی كددة كل من هاتين المصفوفتين الجرئيتين مصغراً ل 4 والسمى دوج المصغر ين 
ل qi 112٠٠٠‏ بالمصغرين المتممين ل 4 وكل واحد مهما متمم الآخر . 


11 8+2 ومعءه‎ in 


چ ٠٠٠٠‏ ول | 
چا ۰۰۰۰د ,ا 











مثال ۴ ٠‏ المصفوفة المربعة من الدرجة الامسة [ ززي ] = ۸ تكون الحددتان . 
5 014 612 
2,4,5 


و62 221 1,3 
42,5 | و 5 64 جع60 2 +214 ! 


وع© يمة 
زوجا من المصغرات ااتثامة . 
إذا فرضنا 








5ه مو ج64 





4" الفصل الذالث : محددة مصفوفة مربعة 





- ا‎ . 13 
ا‎ lı +l + °°° + iq + Jı + Jo + °°° + j (3 ) 


q = igs +ig+2+ ...+ يمور + ومو + ين‎ + ٠٠۰ + وآ‎ )3.14( 


LE 


فإننا نسمى المصغر ذا الاشارة 





أ 72ل 1 ْ 
n‏ 4| الم الحبرى ال : 


حي »...9 1 


204 وده ,صدهورا‎ tn 








ران | 13101111 


4 - ول : , 7 
g42.»‏ 01+ ش 


Gul 





مثال ] :_المصغرين الواردين ى المغال ٣‏ يكود| وم |- = | ويم |*****1-) هو المتمم الجبرى ل | 41,4 


أن |45 5 |3+4442+445 +1 اا ٠‏ ري |. نل أن الأقارة- المفطاة این ف 
n‏ عد 0 = 4144 | )1( م 46 أ يلاحظ أن عرو اموي ودين من 
المصغرات المتتامة وأبحدة هل هدا اڪ دوعا ؟ 





J1 1‏ 
عندما يكون 1- وبر فإن (3.11) تسبح [رزييه] - ييه , .پە = ا4ا عنصرا من 4 . 
f Jajah) o‏ : : 
کب الست الس | ج | دک | | واد ف اليد الي ديصع ماري ع الل 
المرافق ` o ij‏ 


يسمى مصفر 4 الذى عناصره القطرية هى عناصر قطرية فى 4 . مصغراً رئيسيا ل 4 . إن المتمم الجبرى لمصغر 
رئييى ل 4, هو أيضا مصغر رئيمى ل 4 » إنالمتمم الحبرى لمصغر رئيسى هو متممة نفسه . 
مثال © : ف المصفوفة المر بعة ذات الدر جة الحامسة | ززي اح 4 نجدأن . 
d22 @24 “Q25‏ 


8 a4 a 








a 0 
d52 Q54 5 31 “33 


مصغرا ن رئيسيان متتامان ل 4 . ماهو المتمم المجرى لكل مہما؟ 











تغيير بالنسبة للمحددة | 4 | . 
أنظر المسألتين ٠۴-٠١۲‏ 
ا = (1-)3 2.4 - 
1 - (1-)3 2-4 ا 
| 2 0 1 
4 3 5 3 5 4 
ب - |  4.5(‏ 2)3.6 + 0 - (1()4.7-5.66) - + 0 - (1) = ]|5 4 3 
ب ت 6 5 7 5 7 6 E‏ 
e a‏ 6 0 1 
> 18- = (45 - 6)36 + (15-6 - 1)4-21 = |15 4 3 
21 6 5 
0 0 1 
دس 4ي = (1)3:3-501 = |235 


4 1 3 




















الفصل الثالث : محددة مصفوفة مربعة ٣۹‏ 


؟ -أضف إلى عناصر العمود الأول العناصر المناظرة من بقية الأعمدة فلنجد : 
1[ 1 1 1 0 1 1 1 1 4- 
1[ 1 1 4- 0 1[ 1 1 4- 1 
0 = 1 1 4- 1 0 = 1[ 1 4- 1 1 
1 4- 1 1 0 1 4- 1 1 1 
استنادا إلى النظرية / . 4- 1 1 1 0 4ج 1 1 1 1 
تاف العمود الثانى الى الثالث . ؛حدف العامل ال و الو د. تالت الناغ واستفد من النظر به ]1 فنحد : 
bÖ+c 1 a a+b+c 1 a 1‏ © 1 
b [1 = 0‏ 11(ع+6+ه6) = ع+2+86 5 1 - [ه+ه 5 1 
1 © 1 ع +م+ه © 1 c a+b‏ 1 


۾ - أضف إلى الصف الثالث . الأول والثانى . وعذف العام المشرك 2 . واطرح الصف إلثانى من الصف الثالث ٠‏ 
وطرح الصف الثالث من الصف الأول » وطرح الصف الأول من الثانى »> وأشيرا تحمل الصف الثالث فوق 


a+b aر+bي و6 +و©‎ a, +b, a+ و5 +وه رط‎ a+b a+b ag+bg 
bı+c, bg+ca و»© + وه و +ية |2 = وجوه‎ bg+ cg =  2fb+c Dga+coa. bg+cg 
c4+G وه 27 61 وه +جوط+وه يرهء+وة+يه 4 +رة+يه وه جو و2+6©‎ 
bı bڍ‎ ba | bı ba bs و© ج© 4ه‎ 
=  2|ةي+»1‎ ba+cea أوءجوة‎ = 2e, ca ca| = وه وه إ2‎ 
24 و6 يه‎ dı ج62‎ ag €1 €2 €g 


٠. -‏ 
ه - بدون فك أثبت أن : 


2 
1 3 4 00 
رھ د 
٠(يه‏ -يه) (مه -يه) (2ه ¬ )- - |1 په بها = |4| تم 
1 مه يه 
اطرح الصف الثانى من الأول فتجد : 
ْ : 2 2 
aı+a2 1 0‏ 0 وه-64© 61-62 
2 5 |4 | 
1 يوه يه إليه-يه) = |1 يه يه = Al‏ 
2 2 
aa a3 1 d3 @g 1‏ 


استنادا إلى النظرية 111 وإلى أن ره س ,ي عامل ل |4 |. با مغل ره حر و هس وه يكونان عاملان . 
بما أن | 4 | من الدرجة الثالثة بالنسبة ذه الحروف فإنه يكون : 


(¡) .(يه-ههلاوه-يعلايه-2ه)- - |4 
k= - [1‏ (1© -و00()6 -ي0)(وه - ره) - = |4| k=-1 and‏ نلاحظ أن |4 | يتلاثى إذا ( وإذا فقط ) 


تساوى أثنات من و© .و ج# و #1 . ' 
٠‏ - برهن أنه إذا كانت 4 ماثلة تخالفية ومن درجة فردية 1 -. م 2 فإف 0 - |4 | . 
عا أن 4 ماثلة تخالفية 4 - = 4 ٠‏ إذن .|4| - |4|" 1-) = |4 -_| - |“م| ولكن استنادا إلى النظرية 











0 ْ الفصل الذالث : محددة مصفوفة مربعة 


17 نمجدأن |4 | ع |4 | وينتج عن ذلك أن [4 | - > |4| و0 - |4| 

۷ - برهن أنه إذا كانت 4 هرميتية » فإن |4 | يكون عدداً حقيقيا . 
ما أن 4 هرميتية فإنه يكون “4 - م استنادا إلى النظرية 24 وكذلك | 4| د |4| = |4 | 
ولكن إذا كان 


4| = < ٤ز بز ۰۰ رع °1 رز ... يز‎ = a + Ù 
فإن‎ 
4| = 2 ٤ز‎ ... زۈي = ز۰۰۰ 2 ز1" رژ‎ 
. يتطلب أن يكون 0 = م وعلى ذلك يكون |4 | عدداً حقيقياً‎ A | |4| ولكن‎ 




















| 
1 3 [3 12 
-فى المصفوفة ,]2 3 2| = 4 يكون 
2 2 1 
2 : 
1 = |3 | 1 = وه و 1 | *(1-) = 2وك ب 2 ر[ *-) = ت 
)-1٩ : 0‏ = ويل ات ت 4 |1 و 2 = | : *(1-) = رول 
g3+al} 2‏ 3 1 3 2 
1- = 7 ا * 1(7( = وو 4 = 1 5 1*2 -) -» وو0 5- = 1 *(1-) = و 





جدر بنا أن نلاحظ أن الإشارات الى أعطيت لمصغرات العناصر لتكوين المعاملات المرافقة تتبع الجدول التالى : 


+ س + 
ود ا ت 
+ س لحم 


حيث تحتل كل إشارة نفس المكان الذى تحتله العنصر المراد الحصول على معامله المرافق فى 4 . اكتب 
جدول إشارات مشابه لمصفوفة مربعة من الدرجة الخامسة . ) 
وه برهن : أن قيمة الحددة | 4 | لمصفوفة مربعة من الدرجة ۸ تساوى مجموع حواصل الضرب الى حصل علا 
بضر ب كل عنصر من صف (عمود ) من 4 معاملة المرافق . 
سنثبت هذا لصف . إن حدود ( #-8 ) والى تحوى :© ,عامل هى : 
٠٠١ iy, )1(‏ و68 يزه jy‏ ... وز © :2 ويه 
إن برق ...طوط© * يرأ ...يق .© وذلك لأن العدد 1 ف التبديل .يز ... .ل .وو .1 يقع فى الثّر تيب الطبيعى و ينتج عن ذلك 
أنه مكن كتابة )١(‏ بالشكل التالى : ۰ ٌْ 
(ب) ۰ و00 ٠٠١‏ و68 و62 يرث ...و مذ 2 611 


حيث معد التجمع عل ! (1-#) = ى تبديلا للأعداد ‏ ,...,3 ,2 وعكن نتيجة لذاك كتابة الجموع السايق بالشكل : 


d22 G@2 ... dan )=( 


d32 وو 2 و‎ | Mu | 
611 = GM; 


46س وفرع » فقوه 5 هه مه هم 4ه 8259م هه 





A يط يحضو شعن‎ E EES عل رنھ چن کن تنه عر الام نضا كل اعد‎ e 


ڪا 


لادی کد ایکا روہ عمال عا ہا .ھت چای مب ی ؟ یط دی بجا 














الفصل الذائث : محددة مصغوفة مربعة ۴۹ 


لتكن المصفوفة 8 الى تنتج عن 4 بنقل العمود ذى الرتم ى فوق الأعمدة ال (5-1) الأول فينعج عن النظرية 7/1 
أن|م ]1ع 1- )=| B‏ | . علاوة على ذلك فإن العنصر الذى يمع ق الصف الأول والعمود الأول ى 8هوى ,2 وإن مصغر .»© ى 8 
هو بالضبط المصغر| و۸41 إنفسه للعنصر ىج من 4 . إذا استعدنا برهان الملاقة ( ج) فإننا نجد أن حدود | و4 | و 
هى كلها حدود |8 | الى تحوى وه كعامل وينتج عن هذا أنها جميعا حدود |4 | **(1-) والحاوية على و 
كعامل . وهذا يؤدى إلى أن حدود [أی رپوا ؟(1-)]وبه هى حدود الحددة | 4 | الى تحوی وي کعامل أى : 


| 4| a (1)^ ^^ AN + a2l(-17*2|M, |} 


+ < + as0 Mg} + << + ay, K-17 "| | (45) 


-* G0 + Gag + < + ann 

وك أن +١‏ و(1س) = -ك(1-) جد (3.9) مجم 1 = ¡ . مى (3.15) مفكوك | 4 | على طول الصف 
الأول مه . 

إن مفكوك |4 | > عل طول الصف ذى الرقر ع (هو (3.9) بوضع ١‏ = 1) » بمكن الحصول عليه بإعادة 
الر هان السابق . لتكن 8 المصفوفة الى نحصل علا من 4 بنقل الصف ذى الرق م فوق ال (۲-1) صفا 
الأول ونقل عمودها ذى الرقم ى فوق ( | - 5 ) الأعمدةالآول . فيكون : 

ا4 د او o.‏ - أها 

إن عنصر الصف الأول والعمود الأول سن 8 هو ور وإنمصغر وره من 8 هو بالضبط مصغر وره من ى 

و ينتج عن هذا أن حدود : 
ا ars )-1 | Mrs‏ 


هى كل حدو د |4| الى حوی وہ كعامل أى : 


1 1 
Z2, ral Plural = j, rk rk‏ = ا4ا 
ونمحد (3.9) للقيمة م حت , 
٠‏ - إذاكان ,© المعامل المرافق للعنصر زر فى المصفوفة المر بعة [مْ©] ء- 4 من الدرجة ۸ بر هن أن : 
kK j1. n ْ‏ 1-ور,1© ... 612 611 


0 يبوي© ... وريه ج82 d22 ... d2 j-1‏ ووه 
kada; E e knln; 5 7 (i)‏ ۴ 601 


n1 n2 <. j-1 kn n, j+1 -- nn 
باجر أء‎ kn ب‎ dnj Gun» 5 k> قن‎ d2; و عن‎ kK Qij تنتج هذه العلاقة عن ) 10 3) عد أن تعيض عن‎ 
هذه التعديلات لا يتغير أى واحد من المعاملات المرافقة زت ..... زوت :ز1 لاکوی ائ وآ سيا أى. فر‎ 
٠ . 4 من العمود ذى الرقم / من‎ 


نعد استنادا إلى النظرية ۷11 أن المحددة الواردة فى (1) تساوى الصفر عندما يكون ورم ,م حيث(1,2.....07 مور« 5) 
واستنادا إلى النظر يتين V1]‏ و ۷1 فان الحددة الواردة فق (1) هى |۱4 عندما يكون.وم»6 + بره - پم حیٹ ( 1,2,...,7# 
- 7 و ز چ م : 


9 


كي العلاقة المشاءبة. ل (1) ألى تنتج عن (3.9 ) عندما نستعيض فيها عن عناصر الصف ذى الرتم م من 4 
ask.‏ 








۲ الفصل الثافك : معندة مصفوفة مردمة 




































































02 1 5 34 38 25 28 
١٠-احسب‏ (1) - أهه0 و| = |4| +- a‏ 12 |= |4| ١ه-‏ |65 38 42{ = |4| 
2-51 4 5ت 833 47 156 
48 1 3-4 2 ) 
(ب)- |215-| = |4| د أ3 6- 5| = |4| 
4 2 3- 3- 2 4 
)١(‏ بالفك على طول العمود الثاف ( أنظر النظرية 76 ) : 
02 1 
و (5-( + 02 60٠‏ + 0۰14 = وو0يوه + 22 d22‏ + ج01 = 4 0 3 = |4 | 
1[ 2-5 
0 [12هد*م_يع د 
10 = (5)4-6 = 4 (1-)5 = 
(ب) اطرح مر تين العمود الثاف من العمود الثالث (انظر النظرية 106 ) : 
00 0 14 4 -8 4 1 8 4 1 
| 0 ا = ]213| = ]4د.«-و : و-أ| ا |3415| ع |4ا 
20 3- |4-2-2 2 3- 24 3- 
2- - (3)14- = 
(ج ) اطرح ثلاث مرات الصف الثانى من الصف الأول واجمع مرتين الصف الثاى إلى الثالث : 
4- 2- 0 (5-3)3 (4-3)2 (3-3)1 5 34 
4- 2- 
إو | - 2ا 3 2 1 =- |3 12 = lA|‏ 
2 9 0 (2)3 +4- (2)2 +5 (21 +2- 4ه 5 2 ا ۰ 
8 = (4+36-)- = 
( د ) اطرح العمود الأول من العمود الثاى ثم قم مماقت بهدى (ج) 
(4+4)1- 1 (2-2)1 1-4 2 3-4 2 
(11-)83+4 11- )5-2-11 = |3 5-11|]| = |3 56| - [4ا 
(3+4-2- 2- (2-)4-2 3- 2- 4 2-3 4 
0 1 0 
0 ا | - [41- 11- 27| - 
1- 2 8 





(ه ) ضع العدد 4 ععامل مشترك بين عناصر العمود الأول » خارج امحددة واستعمل النظرية ×] لإشيزال 


عناصر بقّية الأعمدة فنجد : 


2 25-12)2( 38 - 20)2( 














38 25 2 38 25 28 
3s 65| = 143 38 6| - 143 38-12)3( 65-203)‏ 42| - |4| 
)204 - 83 )47-12(4 4 83 47 4 83 47 56 
10 0 1-2 2 
0 = (14-1-54- - | |14- إو2 1-أه1 - إ5 2 143 - 
61 
6-11 3 4-1 








۴ بن أن ص و ب المعرفين بالعلاقتين (3.13) و (3.14) إماأن يكونا زوجين معاأو فردين ءما. 














الفصل الثالث : محددة مصغوفة مربعة ۲ 


ما أن دلیل كل صف ( عود ) واقع إما فى م وإماقى ي ولا يكن أنيقع فيما معا فإن : 
P+qQq = (1+24+-+n) + (14+42+.<+n) = 2ğn(n+1) = n(n +1)‏ 
أى أن م+ و زوجى ( لأنه إما أن يكون ۾ أو [ + # زوجيا ) وهذا يعبى أنه إما أن يكون 4و م 
زوجين معا أو أن يكونا فردیین مما وآن "(1- ) = (1-) وآنه یکقی حساب واحد مهما فقط . 


5 4 3 2 1 
9l,‏ 8 7 6 | 5 . 
٠11 12 13 14 15|  ةفوفصملاف - ١‏ - [ري»] - 4 إن المتمم الجيرى ل |4285| هو : 
0 19 18 17 16 
5 24 23 22 21 








5 3 1 1,3,5 24+3+2+4 
0 18 16|- = (4155| (1-) 
25 23 21 
أنظر المسألة ١١‏ 
ا أ ل 1,3,5 9 7 2,4 
وإن لير ى |45| هو . e‏ 
م 08 4 ا 42 | 
مسائل اضافية 


14 بر هن أن التبديل 4 للأعداد الطبيعية 5 ,4 ,3 ,2 ,1 زوجى 24135 فردى ٠‏ 41532 زوجى ٠‏ 53142 
فردى و 52314 زوجی . ْ 

. -اكتب مجموعة تباديل الأعداد 4 ,3 ,2 ,1 كاملة وبرهن أن نصفها زوجى والنصف الآخر فردى‎ ٠١ 

5 - لتفرض أن .م.م.ء .2.5 هى عناصر قطر مصفوفة مربعة من الدرجة الخامسة 4 . برهن ء بالا ستفادة من (3.6) 
أنه إذا كانت 4 قطرية » مثلثة عليا أو مثلثة دنيا » فإنه يكون »8»#4» - |4|. 


۷ - إذ! كان 2 و ؟] - 5 برهن أن 84 ع 48 ۽ 48 + 48 + 84 £ هم ولكن محددة كل واحدة 


من حواصل الضرب هذه يساوى 4 . 


م برهن كاق المسألة ( ١‏ ) : 




















2-11 22-2 23 0 
| د 27 = 24 3 ب - 4 = إ3 12 ب 0= |04 2- 
03 1- 4 23 40- 3- 
10 2 1 
٩‏ -(۱) برهن آن (2) 4- = أو 23| = |4| 
4511 








(ب) لنرمز بالرمز |8 | المحددة الى تنتج عن | 4 | بضرب عناصر حموده الثاق.قى 5 
احسب |8| لتحقيق النظرية 111 


(ج)للرمر ب |©| لمحددة الى تنتج عن | 4 | بالمبادلة بين عموده الأول والثالث ٠‏ احسب ٥|‏ | لتحقيق 


النظرية ۷ 
123| |127 
(د ) برهن أن .|4 23| + أ5 23| - |4| رهذا ما عمق النظرية ۷111 
453 











458 








۳٤‏ الفصل الثالث : محددة مصفوفة مربعة 








7 2 
(ه) نحصل على المحددة |3 1283| - إط| من المحددة | 4 |. بطرح عناصر العمود الأول ثلاث مرات من العناصر 
45-1 2 
المقابلة ذا من العمود الثالث . احسب |2 | لتحقق النظرية 125 . 


( و ) اطرح ٠‏ فى المحددة | 4| مرتين الصف الأول من الصف الثاف واطرح. أربع مرات الصف الأول ٠‏ 
من الصف الثالث ثم أحسب الحددة الناتجة . 
(ر) ى |4| اضرب العمود الأول ى 3 واطرح من الناتج العمود الثالث ثم برهن أن قيمة المحددة 
الناتجة تساوى ثلاثة أضعاف | 4 | قارن مع (ه) لاتخلط بين (ه) و( ر). 
٠١‏ - إذاكانت 4 مصفوفة مربعة من الدرجة م وكات / مقدارا عدديا فاستخدم (3.6) لتبرهن أن .| 4|« = | 4«| 
١؟-‏ برهن أنه )١(‏ إذا كان ۾ = |4 | فإنه يكون .|4| = ٭= |4| 
(ب) إذا كانت 4 مصفوفة هير ميتية مخالفية فإن | 4 | إما أن تكون عددا حقيقيا أو عدداً تخييليا محتا . 
؟+-(١)‏ عد عدد المرات الى بادلنا فها بين صفين (عودين) متتاليين لنحصل على 8 من 4 ف النظرية ۷ وبذا 
تبر هن هذه النظرية . ) 
(ب) قم بالأمر ذاته بالنسبة للنظرية ۷1 . 
۴ - برهن النظرية 5511 إرشاد . بادل بين الصفين المتطابقين واستفد من النظرية ¥ . 
4؟ - برهن أنه إذا كانت عناصر أى صفين ( عمودين ) فى مصدونة مربعة 4 متناسبة فإن © > ]| 4 | . 
٠‏ - استخدم النظريات ]۷1 و 11 و ۷11 لكى تبر هن النظرية 106 . . 
»۲ - احسب الحددات الواردة نى المسألة م١‏ مثل المحددات الواردة ف المسألة ١١‏ . 


- |4] واستتتيج أنه إذا كان 








ablle a b00 
2| ٤|١ استخدم (3.6) ا |4| ربرهن بد ذلك آد‎ - ۷ 
بم00#‎ 


diag(44. 42).‏ = 4 حیٹث دك As‏ مصفو فتان مر بعتان من الدر جة ألثانية . وزز AAs‏ ج |4| 


| 3- 2/3- 1/3- 
۸ - برهن أن المعامل المرافق لكل عنصر من |2/3- 1/3 2/3 أهو هذا العنصر ذاته . 
0/3 2/3- 2/3 
) 3- 3- 4- 
59 - برهن أن المعاملالمر افق لعنصر من أى صف من 1 0 1 هو العنصر المناظر من العمود الذى تحمل رقم الصف ذاته . 
۱ 3 4 4 


۰ - برهن )١(‏ إذا كانت 4 مماثلة فإن ررى د ربج عندما يكون زگچا . 
(ب) إذا كانت 4, مصفوفة مربعة درجها «# مكاثلة مخالفية فإن ji‏ *(1-) - ريه عندما يكون ية . 
#١‏ -المصفوفة 4 الواردة ف المسألة م : 
(! ) برهن أن | - (ه|. 


hı a a1 
. 4 = د تير هن أن م‎ li: Os: O (ب) کون المصفوفة‎ 


و0 ه02 015 


(<) ومح لماذا تون نتيجة (ب ) معروفة عندماتعرف نتيجة (1) 

















الفصل الثاقث : محددة مصغوفة مربعة o‏ 
0 ا 
be a a?‏ 


6ه 2م 2ج 


bc ab ca 
|4| =. fab ca bc : وبرهن أن‎ 
ca bc ab 


۴ - برهن » دون حاب قيمة الحددة أن 


a a 1 bed a& 2ه‎ 
b® b 1 acd) _ Û۵3 öP 
2م‎ ©» 1 abd 


= = (a-bXa—cXa ~dXb—cXb ~dXe —d). 
d? d 1 abc| |a3 d2 ) 


0 

0 

© 

هه 
Aa 0 <2‏ 
مم عم مو م 


وم - برهن : أن المحددة المربعة من الدرجة مم 


011...11 01121 
101...11 101...1 
A‏ 110...11 0...1 11 
اھ ا = | ل 
٠. 1 1 1 : 0 1‏ ووقومويءوه 
! 1[ 1... 111 111...0 
۵ - برهن 1 214 .... 3 a‏ 
7-2 72-1 
۰ ا 1 و0 .. 62 2 
ليه - و_بره] ۰۰۰۰ اه -ےه) ... (ړه - )و - )په - ) ... (و - 21 17 ˆ | ....... 2056 
7-2 72-1 
ay 1‏ .0 ببق | ay‏ 
وه يه 4ه و +مهه naı+bı na+b‏ 
5" - برهن بدول فك أن : و یط ط۵ 9+م-2ه)1جم - أوءجوقمه يء+جوقه رءخوقم 


و Co‏ ° جه +و 116 ي6 + و6١(‏ و + RC;‏ 
x-a *-‏ 0 


۷ ابرهن ء بدون فك أنلممادلة 0د أمايمر ‏ 0 +ءإا جذراً يساوى الصفر . 


x+b x+c 0 


a+b a a a 
a a+b qa +< a 
همه وه ههه ويه م هه ب 6 ه566 9ه‎ © © => b” “(na +b). ۰ ۰ برهن‎ = ۴۸ 


© © #4 هع هم هه © هه © 60 8606 5 > هه 


a a a <۰ a+b 








النعسل الراب 


حسابات المحددات 
إن طرق حساب المحددات من الدرجة الثانية والثالثة مرت فى الفصل الثالث . فى المسألة رقم ١‏ ١ى‏ الفصل الثالثاستخدمت النظرية 
1¥ لتوضيح كيفية : )1١(‏ الحصول على العنصر 1 أو 1 - كأحد عناصر الحددة إذا لم تكن المحددة تشمل مثل هذا العنصر . 
(ب) جعل عنصر من عناصر المحددة مساوياً الصفر . 
فى حالة امحددات ذات الدر جات الأعلى ٠‏ تقوم الطريقة العامة لحساب محددة ما على تكرار تطبيق النظرية 46 من الفصل 3 
بإحلال بدلا من المحددة المعطاة |4 | محددة أخرى ]بن | - |8 | تتصف بكون كل عناصر صف ( ۶ود ) مها 
أصفاراً عدا واحد مها . فإذا كان يوط هو العنصر غير المتلاشى وكان يو8 هو معاملة المرافق فإ : 


4| = |8| = ةمو٠ ومق8‎ = )-12 hpg > 


هيرط 20120 و بعد ذلك یعامل مصغر ہوا المعاملة ذانها الى تعر ضت ها المحددة الأصلية و نكرر هذه العملية حى نصل إلى 
محددة من الدر جة الثانية أو الثالثة . 








مثال ١‏ : 
8 8-10 (2)2 + 4 (2+2)1- (2-)3+2 (2+2)3| [3-24 2 
2 3-21 ِ 2 1 2- 3 _ |12 3-2 
80-2 6ا |(4-3)2 (3-3)1 (2-)2-3 (3-3)3 34 2 3 
5 40 2-] 5 0 4 5 05 4 2- 
0 1- 0 (1-)8+8 1- (1-)8+8 84 8-1 
62 8 58~ = (2+8)8- 8 (6+8)8-|- = 8-2 6-*(1-) = 
37 4 30 (5+8)4 4 2+8)4- 5 4 2- 
62 58 
6 ب = ~~ 1+2 1- = 
28 ا 3 (1(1*22-1-) 


أنظر المسائل ١‏ - ۴ 


فى حالة المحددات الى تحوى عناصر مشاببة للعناصر الواردة فى ممددة المثال ؟ - التالى فإنه بمكن استعمال الطر يق التالية 
نقسم الصف الأول على واحد من عناصره غير الصفرية ثم نحاول الحصول على عناصر شري فى نف أو عمود من المحددة ألمفروضة . 


مثال ۲ : 
0.667 0.517 0.201 1 0.667 0.517 0.201 1 0.614 0.476 0.185 0.921 
0.384- 0.123 0 0 0 _ ]0.138 0.527 0.157 0.782 و _ ]0.138 0.527 0.157 0.782 
0.217 0.196 0.309 0 0.799 0.637 0.484 0.872 |0.799 0.637 0.484 0.872 
0.240 0.680 0.492 0 0.448 0.841 0.555 0.312 0.448 0.841 0.555 0.312 
1 0.320- 0 0.384- 0.123 0 
77 0.196 0.09| 0.921-0.384 = 0.217 0.196 0.309 | 0.921 = 
0.240 0.680 0.492 0.240 0.680 0.492 
1 0 0 
0.265 0.309 
8-)0.921 = .0 8-)0.921 = 
| د 0.3-( 0.217 0.265 0.309 | )0.384-)921 
0.240 0.757 0.492 





= 0.921(-0.384(0.104( = 0.037 








الفصل الرابع : حسابات المهددات ۲۷ 


الي كي م مسمس يس سس سس سخ س 





مفكوك لابلاس : 

إن مفكوك عددة | 4 | من الدرجة # على طول صف ( عمود ) منه هو حالة خاصة من طريقة لابلاس لفك المحددات » 
فدلا من أن نختار صفاً معينا من | 4 | لنختار وود صفا مرقاً ب وة.... .وة .وة المرتبة بحسب كبرها . من هذه الصفوف 
وال عددها م بمكننا أن نحصل عل 





0 دا م ى امه الشكا‎ MR-=D)...(n-m+1) 
٠. ٠. ۳ 4 = ج‎ 
4 د ال‎ 102 . 
يأخد كل الاختيارات الممكنة ل م عموداً من أصل م عموداً » وإذا استعملنا كل المصغرات ومتمانها الجر ية فإننا‎ 
تحصل على مفكوك لابلاس‎ 
2r < j m+ 1 ma42, °°, n )1.4( 
4| 2 1) es m41 im +2 <, in 














خت jy‏ + ° جوز + يز + وز + 0.. + +i‏ = 5 مح سم 121 ا ا 


الأعمدة الى تاد سپ // دللا ی كل أختيار . 


مثال ۲ : 
3-24 2 
قن 12 3-2 | yO a‏ 
34 2 3 ا4 ستخدماً مصغرات الصفين الأو لين . 
05 4 2- 
نتج من (1.4) لاال | + امق اا > ل 
ررم E GD‏ 
ا :43 | E) AA 4 DD AT‏ ۴ 
ARN © at‏ 
-2l 05 3 1l |45 3 2| |4 0‏ 3 ` 
ENA EE‏ 
4 2- : 1-2 |2 ا 
(14X6) + (-8X16(‏ - (1)23-) + (12-)(8-) + (6-)(8) - (13()15-) 500 
6 = 
أنظر المائل £ -~ ١‏ 
محددة حاصل ضرب مصفوقتين : إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين مربعتين من الدرجة 7# فإك 
(2.4) |4018| - [(48] 1 
انظر المساله ۷ 
فك محددة على طول صفها الأول وعمودها الأول : إذا كان | ززه | -- 4 مصفوفة مربعة من الدر جة 8 فإن 
n 11 3.4‏ 1 
0 01 61161 2 لہ = ب => |4 


3-2 ج 








282 


: 4 . 
حيث رر المعامل ا مر أفق العنصر ربك و 1i‏ المتمم الجمرى 1 : 0 24 


الفصل الرابع : هسابات المعددات 








| iı @ij 


4ك . 


مشتقة محددة : لنفرض أن المصفوفة المربعة [ ورج ] عه 4 لهاعناصر دوالفى المتغير ‏ قابلة للتفاضل فيكون : 


) d 
۰» إنالمشتقة |4| 0 المحددة |4| بالنسبة المتغير +د يساوى مجموع # محددة تنتج من المحددة )4 بأن فستعيض‎ 1 


مثال 5 . 
x »+1 83 2x 1 0 »2#+1 3 x »+1 3‏ 
4 
کے 1ے را + امو 2 0+ ذم 1-عج 1]| = *8» 1ج الي 
م 1 0 ُ2 x 2 0 x 2| 0 x‏ 0 
) تيع یو] ‏ جه + 5 = ) 
أنظر المسألة م 
مسائل محلوثة 
¢4 2- 3 2 | 4 | 2ه 3 2 4 2- 2-3 
(١‏ -286- . ]|12 3-2 | _ |)10-2 (2-)3-2- (4-2)3 (7-22| _ |310- 4 1 
4 3 2 3 4 3 2 3 4 3 32 
5 0 4 2س 5 0 . 4 2- 5 0 4 2- 
۰ ( أنظر المثال ١‏ ) 


يوجد طبعأ » طرق كثيرة أخرى للحصول على العنصر 1+ أو ١س‏ فيمكنا ثلا أن ترح السود الأول من اكان ۲ 
العمود الرابع من الثانى » الصف الأول من الثانى » وهكذا . . 





ويكون 6 = |4| 








8-1424 25 -- 54 


0 00 1 (2-2)1 1+1- 0 1 2 1- 0 1 
6- 4 3 2| _ (2-2)2- 2+2 3 2 َ 2- 2 23 
٣‏ و هو 4 2| ˆ 1-201 2+2 24| |1 2 24 
9- 8 1 3 (38-2)9- 5+3 1 3 3- 5 1 3 
0 4- 5- (3-)2 -6- 2)4 -4 (3-2)4 6- 4 3 
3 4 4 0 3- 4 4 3- 4 4 > 
0 4- 11- (3-)9-3- (8-3)4 (1-3)4 9- 8 1 
4- 5- 
e‏ 0 0 0 
:2 +1 1+4 0 
ص !ا بأنو-وه 0 1-2|]|- |4 
0 2+7 1-225 
لنضرب الصف الثانى , .ب 1[ والصف الثالث 27 +4 |[ فنجد : 
1+i 1+ 2# 0 1+: 1+2 0 1+i 1+2‏ 0 
25-54 فه8-14 0| - | 5-4 م  ]2‏ [غ-5ة 0 2 |1+3:)|4-( = |1+2:)|4():+1( 
-4+7i 0 1 -4+72 -10+ 21 1 -4+7: -10+ 22‏ 5 
ا ا e‏ +1 8 





کوک ا ا ١‏ 58 ٍ ا . 
سين تاك فيو سنہ کڈ نن سک لذ یرن ا ما م جنل ا کا عط ع بت او کا ع ماح مو م 


وهاي .دن لوطه الات 


باع سنك 1ب قدا عر E EO e‏ 


5 کے هککت رو مدت فلاس 


8 


دعاك ر ا 9 00 ال 





الفصل الرابع : هسابات المحددات ۴۹ 


اک يس 
۽ - استتجج مفكوك لابلاس للمحددة | ن© | 2 | 4 | المر بعة منالدر جة 1 باستعال مصغرات من درجة ۸>۸ 


اعتير المصغر ير من الدرجة 7# للمحددة |4 حيث رتبت أرقام الصفوف والأعمدة بحسب كبر ها. 
rR‏ ,°° ,2 1 


الآن وبإجراء 1 - ,» من المبادلات بين صفين متتالين من صفوف |4| فإن الصف ذا الرقم رن مكن أن محتل الصف 
الأول وبعد 2-رة من المبادلات بين صفين متتاليين ممكننا أن نجعل الصف ذا الرقم ر¡ فى موضع الصف الثاف . . 
نم بعد وم - بيرة من المبادلات بين صفين متتاليين يقع الصف ذو الرقم بررة فى موضع الصف ذىالرقم 74 .أى بعد 
iq — n(n +1)‏ + جين + (tm) = i‏ + + (2 -ين) + (1 -12) 2 من المبادلات بين صفين متتاليين تحتل 
الصفوف ذوات الأرقام ز.... .وزز مواضع الصفوف الم الأول . وبالشكل ذاته نتو صل بعد (1+ ")ج ¬ وإ + ٠٠٠‏ + رز + وز 
مبادلة بين عمودين متتاليين إلى أن تقع الأعمدة . ذات الأرقام , ه4.....وة.رة فى مواضع 
الأعمدة ال م الأول وهكذا ونتيجة للمبادلات المبينة أعلاه بين الصفوف المتتالية و الأعمدة المتتالية فإن المصغر المحتار 
تحتل الركن الأعلى الأيسر ومحتل متممه الحرى الركن. الأسفل الأممن من المحدد المفروضي . علاوة على ذلك تكون المحددة 


|4| قد غبر ت إشار ا (5+1) حوور + << جاور + يز جسم + 0.. + ين + رم 2 © مرةٌ وهذا يعادل 








OE ENS SER اام‎ 























r‏ اس 41 Aii. .... i Tm‏ يعطى m' (n mn)!‏ و | | ( و 
ل 2 1 يبول چ[ .22 .21 
1A. e : : : 3‏ ا ازيم صوع؟! حدا مه إ4 
in (a)‏ ويا 1موا A‏ (1-) يعطى ظ (8-2) م7 من |4| 
—~1)...(n—m+1 n 1 7 5 5‏ 
لنفر ص أن الأعداد ‏ *1442.....2«0ة فد ثبتت و مكننا أن ختار من هذه الصغوف رومام" - met)‏ - م 


عر لهات اة ذوات الدرجة يم الختلفة . يعطى كل واحدة من هذه المصغرات بعد أن 
يضر ب عتممه الحجبرى (nm)!‏ ! حدا من حدو د الحددة |4| و نظرا لطريقة تكويهم فإنه لا يوجد تكرار مدو د الحددة 























و mals M42,‏ 172 | 2 
imal imo 2.‏ الى 2-7 2 A‏ 
حيث و[ به + S = ++ “+p +j+ ja‏ واحيث متد التجميم على الاختيارات المحتلفة لأدلة الأعمدة J12... jn‏ 
الى عددها 6 . 
|4 3 2 1 
0 2 
e‏ 0 | |4 إمستعملا مصغرات العمودين الأو أبن . 
+|1 1 0 0 
:2 1 4 3 
أ 4 ۱ 
| 4 0 2 2 ع ا 2 د 1 E2‏ 4 1 ٍ 2 1 1*2*2( ٍِ |4 
|11 4 3 1ب 3:41 2 1| 21l‏ 


= )-3()1( + )-2()1( - )5()-1( 


= 0 


: إذا كانت 4 ,8 ,© ثلاث مصفوفات مربعة من الدرجة ۾ فاثبت أن‎ ٩ 


E n 








.ا الفصل الرابع : حسابات المهددات 


من ال ر صفا الأول من ]م | > مکن تكوين مصغر وأحد | 4 | مر بع غير صفرى من الدرجة ‏ ويكون 
متممه الجبرى هو |8 | . وينتج عن هذا باستخدام مفكوك لابلاس › |8| .|4| = |۶| 
۷ -أثبت أن . |8 | ۰ |4| = |48| 

لنفرض أن إن»] -- 4 و إررظ] - 8 مصفوفتان مربعتان من الدرجة ۾ ولتكن 48 ع إرر»] = ٥‏ عيث يكون 


n 
. ٦ من المساله‎ 26 > ain bj 


211 8612 ٠٠68© ص61‎ 0 <® 0 
621 @22 Gan 0 0 
a a 0 0 0 
|p | 8 2و6 1ج‎ nn 0 |4l.l8| 
فك کد 8 ع‎ bıı bg ° bn 
0 -1 0 وو يط‎ ban 


٠» 4ن © + دوع‎ 0 2 56 866: 5868966696 HOC HDONSDDONGNGCGDCGbs 


0 0 < يبرط 17س‎ no 0 bnn 
لنضف إلى العمود ذى الرقم (1 + #) من |[ سم ا العمود الأول مضر و با فى روث العمود الثانى مضروبا ق‎ 
: العمود ذا الر قم ۸ مضروبا ف وير فلجد‎ > .... e وو‎ 


04 061 e 61 61 0 ove 


: G21 ج82‎ °**** Qa, Co 0م‎ . 
| م‎ | anı n? ann n1 O0 0 
-1 0 0 0 bı4 E bın 


«©. هك © 8# © © © 6ه هه © :5 :© © ههه‎ O OHHWNOCOCDDRCGORGOCOSLCVOLGSNAS 


0 0 ا.م..ه‎ 1 0 bn? s6 bnn 


ثم نضف إلى العمود ذى الرتم (2 + #) من | / | العمود الأول مضروبا فى روم والعمود الثانى مضرويا فى 
جو > .... ء والعمود ذا الرتم # مضروبا ی 2و0 فلحد : 
d1 G2 °“ Gn C11 C12‏ 


“a21 G22 °*** بروت‎ C41 Co 0 


6 ©*هدههوههةة+ ©6ه وه هع ووو نج و و جو وس ا 3 0ن 56 ن .© #6 هج 66> جه :5ه + وه وه 


anı @na °** ann Cn ng O0 ** 0‏ َ اما 
bın‏ حل Da‏ 0 0 0 “< 0 1 
one 0 0 0 bra 4 ban‏ ]1 0 
bnn‏ 0 ويرط 0 0 ات 0 0 
cC!‏ 4 ) 
بالاستمرار فى هذه السلية يمد فى الهاية . م 7 | - أم| س الصفوف ال م الأخيرة من | / | يمكن تكوين 
mn‏ 
امصغر مر بع واحد فقط غير متلاش من الدرجة ۸ ع الشكل #ر1-) -: | ي#- | متممه الجبرى 


12م (a1 eem iner |g‏ و cl‏ د 2*2 2-12 5 اما 


. .أهاءا4ا - أهها - ما 

















الفصل الرابع : عسابات المهددات 1 


ا س 


و hoa‏ 11ت 
م-لنفرض أن أويه ريه ريه |- ۸4 حيث ب(1.2,3ع قءة) ,(«اريه - زيه دوال قابلة التفاضل بالنسبة 
d31 “s2 ag‏ 


للمتغير × فيكون : 
روهريهورة ‏ - وت يتور - يجارت وه - يتور + يتييەبرە + ميەييەڕبە = |4| 


وإذارمزنا a>‏ بالر مز dij‏ فإننا جحد : 


| م| 2 
a2302 + 000‏ + روهورهره + ويو10يههوه + J4l = G00 + a0110‏ 
4 ا 
و0110 - d2301432‏ يعو6ه01162© - وو روه 1 200001001 + يوهجو56 621 + 
م . ر_ و . 
0و0 - 0220161 -— وو0وج 010 — 33012902“ -¬ يه6ج01 بوه - هج 8120216 ¬ 


و434 + وو0ويمه + وو رجه + موا ووه + ج022 ويه + يو0 يوه + و0و1© + 612012 + 011011 2 = 


2 و ۶ و 
و61 212 611 12 012 2211| . و4 412 6811 


و و و 
و6 مم62 بيه | + [ود© جو6 ير©]| + [وجيه 2 624 


ر و ۶ 
وج 2و6 d31‏ و05 5و6 da33 d31‏ 02 1و6 


انظر المسالة ٠١‏ من الفصل ۴ 


مسائل اضافية 


2 7 5 3 و 1-8 
3- 4 1-- 2 
| 0 !1 1 24 ا 20-4 - 
و-احسب مايل : 5 7 |000 2- 5- 4- 3 2 
14 6 5 4- 3 
2- 2- 3 2- 1 
6 1 1 1 2 3 1- 2 
بد بي |2416| د 118 - |1 1 2 1 1 
9 2 1 4 5 2- 3- 4- 1 
7 2 24 2-5 :9 3-9 


. إذا كانت 4, مصفوفة مربعة من الدرجة # فبرهن أن | 4 “4 | عدد حقيقى غير سالب‎ ٠ 
-احسب الحددة الواردة فى المسألة رقم 1(۹( مستخدما مصغرات من الصفين الأو لين ثم باستعمال مصغر ات‎ ١١ 


العمودين الأو لبن 
٠‏ -(1)ليكن و3 021 د 5 171 6 8 
01 4- 7 وؤ- 
2 8 0 2 ' 2 2 2 2 2 
استخدم العلاقة 41٠١8١‏ ا = 1A4B|‏ لترهن صة الملاقة . (وظيه +رطوه) + (وطوه-:15©) - (وث +ي() (وه +1ه6) 
(ب) ليكن و12 +6 a, +iag‏ 1 ' و6 +وة bı +ibg‏ 8 
bı-ibg —Gao+ a4 6-10‏ +6 +وؤ- 
اسد من الملاقة | 8 | . | 4 | ح | 48 | لتب عن ري مي +يّة +02)(يه ديه +2ه 29م بمجموع أربمة 


مربعات . 








3 الفصل اترابع : حسابات المعددات 






































1 0 0 0 0 0 
1[ 2 0 00060 ظ 
1 2 3 0 0 0 ا - 
| مستعملا مصغفر أت مه أ الغلاثة | 
١‏ سب 1 2 3 4 0 0 مصعر ۲ نب ن 'الصفوف لثلاثة الأولى . : 
1 2 3 4 5 0 الجواب 720- 
1 2 3 4 5 6 
1[ 2 1 2 1! 
1 1 1 0 0 
2 1 1 0 0 
الحواب 2 
1 1 2 2 1 واب 
و إذاكان و41.42.....4 مصفغوفات مربعة استعمل طريقة لابلاس ف فك المحددات لإثبات . 
او4] أو4 أ٠لي4‏ | - ألو4....و4ق.و4) هقتة | 
و Gg‏ و6 64 
baj‏ وه و6 bı‏ 
اف رة وه وه مستخدما مصغرات من الصفين الأو لين لإثبات أن : 
وم bı b4 bg‏ 
0 _ و© 02| a “4l‏ +© 22 | [و© a‏ +2 6| [ج© 61 
وة وذ| أوة bı‏ وة وة| إوة bı‏ وذ وة| إوة رةه 


الدرجة ي/ تساوى الصفر عندمايكون ) > ۸ 4 . 
بم فك كل من المعاملات المر افقة 4 .016 ,0142 ١‏ 41414 + 0,319 + 2%12 + 61101 - |4| 


على طول العمود الأول لكل منهما لتبيان 


5 58 8 
A = (4 ~ a; i h4‏ 
زو 1 1+ ع 11 a11‏ |4 | 
ù1‏ 00 5 
حيثك a44‏ أ لمتمم الحر ى المصم A‏ 
2 1" هو جر ی |i aij‏ ص | | 








G1 02 6٠6٠6 وم وروت‎ 0 qı qq **** بو‎ 

Q21 G2 ٠٠٠٠© و يوج‎ 21 011 Q12 °°° ar, u 

: ' 2 2 - = 11 1 1 10101111 = ووعههو و ويه ةن ص و وون ووووووه 
47 7 4= : 

dn1 “n2 dann Pn Pn n1 n2 ann 





الفصل الرابع : عسابات المهددات r‏ 
القصلل الوايع هي ا س 


إرشاد: استخدم (3.4) 
١‏ -احسب مشتقة كل من الحددات التالية : 


»2-1 #-1 1 x 1 2 








2 3 
4 3 2 3 x x 
x x" 2%+5 - #0 22+10 × ب سد‎ (0 
2 2x 3*+ 1 
#»+1 x 0 3x2 »*+[1 
1 - 6 + 212 + 12 - ب - “.و15‎ 2x + 9x 8, الزات ا‎ 


+= 2ے »20 + 9x‏ + »28 - “ی گ6 
١؟‏ - برهن أنه إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين مر بعتن حفيقيتين من الدر جة 4 حيث 4, مصفوفة غير شاذة وإذا كان 
١‏ 


lH = |4|. |1 +(4*B)*| 











المصل | اعمس 
التكافو 


رنه ٠.‏ ۰ فف 9 


نقول عن مصفوفة 4 غير صفرية_ إا ذات رتبة م إذا كان على الأقل أحد مصغر اها المربعة GE‏ 
متلاشية ر )1 + (r‏ هذه المصفوفة )ء > يساوی ال ا لفلفو نه افر ی ر ْ 


ap. 





“يبي 


مثال ١‏ : إن رتبة المصموف 


جح تن س 
اننا حر 3ل- 


1 2 | 
4-2 هي 2 حم لان م - |و و بيما0 - |4 | 
٠ ْ 3‏ 


انظر المسألة ١‏ 
نقول عن مصفوفة مربعة 4 درجها # ء إلها غير شاذة إذا كانت رتبها م = م أى إذا كان 0 عبج | 4 | 
أماى الحالة المعاكسة فإننا نسمى 4 مصفوفة شاذة . ان مصفوفة المثال رقم ١‏ هى مصفوفة شاذة . 
من العلاقة | 8 | ٠‏ | 4 | - | 48 | ينتج 
[ كان اسل رت اننا اکر رس الشاذة وذات الدر حة 2 هو مصفو فه عر شادة واف حاصل 
رب انار أكتر من المصفوفات المر بعة من در جة بر هومصفوفة شاذة فما إذا كان على الآقل » واحد من هذه المصهوفا نتشاذا . 


التحويلات الأولية : 


إن العمليات التالية والمماة تحويلات أولية » لا تغير فى درجة أو رتبة مصفوفة ٠.‏ / 5 


)۱ لله ناسين قدي لر فين ¡ و ز ويرمز هذه العملية بالرمز ز1 المبادلة بين 556 ذوى الرقين / و / 
وير مر هذه العملية بالر مز E OTE" 5 Ki‏ 
( ۲ )إضر ب كل عنصر من عناصر الصف ذى الرةم #. بعدد 4 لايساوى الصفر . ويرمز لهذه العملية بالرمز ام 
ضر ب كل عنصر من عناصر العمود ذى الركم # بعدد / لا يساوى الصفر > ويرءز هذه العمليه بالر مز Ki (Kk)‏ 
( ۳ ) الاضافة إلى عناصر الصف دی الرقم i‏ العناصر المقابله لما من الصف ذى ارقم 7 مضر و به بالمقدار المددى ۸ 
ويرمز لهذه العملية ,بالرمز (46) الإضافة إلى عناصر العمود ذى الرتم ة العناصر المقابلة من العمود ذى الرقم ز 
٠‏ مضر وب بالمقدار العددى م ويرمز لهذه العملية بالرمز ()رو . 
aT‏ إن التحويلات الى رمزنا ها ارمز ۸1) تدعی تويلا صفوف أو لية و إل التحويلات/ الى رمزنا لما بالرمز × إمها 
ا 8 ا ا IRE‏ 
إن من الواضم أن تحويلا أوليا لايغير ى درجة مصفوفة . ويبرهن فى المسألة + ء أنه لا يفير أيضا فى رتبة هذه 
المصفوفة. 
معكوس تحويل أولى : 
|إن معكوس تحويل أول) هو عملية تلاثى تأثير هذا التحويل الأولى أى إذا أخضمعنا 4 لتحويل أولى ثم أخضعنا المصفوفة الناتجة 
للتحويل المعا كس لذا التحويل » فإن النائج الأخير هو المصفوفة 4 نفسها . 
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مثال ۲ : 


3 2 1 
ل کن ( ١‏ ) 6 4 = 4 
789 
3 2 1 
إن تأثير التحويل الأولى الصفوف (2-),282 يؤدى إلى 3 . ا 1 2] - 8 
789 


8 
أما تأثير التحويل الأولى الصفوف (2+),ر عل 8 فإنه يؤدى إلى 4 مرة ثانية . 
هذا فإن التحويلين (2-),, و (2-+4) ,وق هما تحويلان أوليان عكسيان الصفوف 
إن التحويلات الأولية العكسية هى : 


-1 


-1 
8 = H;; Ki; = Ki; )١( 
~1 -1 ت‎ 
-1 ~1 ت‎ 
H;;(k) = H,;(—k) Kk) - وي‎ )-( ( ۳( 


وعلى ذلك يتضح : 


7 أن عكس تحويل أولى هو تحويل أولى من نفس النوع . 


المصغفوفات المتكافئقة : 





نقول عن مصفوفتين 4 و 8 إنهما منكافتتان 8 ىم 4 إذا أمكن الحصول على إحداهما من الأخرى /بإجراء 


تحويلات أو لية متتابعة .. ۰ ١‏ 
مثال 7 ٠.‏ ا" 0 


إذا أجرينا التحويلات 2 .(1- )يوأ .(1)‰ .(2- )بيا فإننا محجد : 





1 2 -1 4 1 2-1 4 1 2 -1 4 12-1 4 
4 = 2 4 3 SI 0 0 5 -s8rjoo 5 -3~|0 0 5 3 = 8 
-1 -2 6 -7 -1 -2 6 -7 00 5 -3 00 0 هم‎ 


إذن رتبة 8 تساوى 2 لذلك تكون رتبة ۸4 
على مصفوفة مكافئة 8 يمكن معرفة رتبها 





: : ۴ 000 1- 
حيث أن جميع مسصغرأات هر ذات الدر جة 3 متلاشية بيبا .0 # و 5 
اة 2 اا مكن مقارنة طريقة الحصول على رتبة المصفوفة 4 وذلك بالحصول 


مجر د النظر بطريقة حساب تلف مصغرات 4 لتحديد رتبته . 
انظر المسألة م 


التكافؤ بالصفوف إذا حولت المصفوفة 4 إلى المصفوفة 8 باستعمال تحويلات أولية للصفوف فإننا نقول إن 8 
مكافئة بالصفوف المصفوفة 4 وبالمكس . إن المصفوفتين 4 و8 الواردتين فى المثال م متكافئتان بالصفوف . 

إن أى مصفوفة غير صفرية 4 رتبتها م تكاق” بالصفوف مصفوفة قانونية '© يكون فها : 

(۱) واحد أو أكثر من عناضر كل صف من الصفوف ال م الأولى غير صفرية بيا لا حوى بقية الصفوف سوى 
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(ب) إن المنصر الأول الغير صفرى ق الصف الذى رقه i‏ حيث ل" ..1,2= (i‏ يساوى 1: یکن دم الممود النى 
يق فيه هذا المنصر [i‏ . 

<j (+)‏ ** > هر > ور | 

(د ) إن العنصر الوحيد ا ر حيث ,(۲,... ,2 ,1= :) هو العنمر | من الصف ذى الرثم 8 . | 

(1) إذا کان 0 = رر فاستعمل (إوي»/40:4)1 لعل هذا العنصر 1 عندما يكون ذلك روريا . 

(وة) إذا كان 0= ززه لکن ,#0 إرو© ‏ استعمل ,25 ثم أفمل مافملت فى (,) . 

(1) استعمل تحويلات الصفوف من النوع (۴) بضرب الصف الأول بمدد مناسب لنحصل على أصفار فى المواقع 
الأخرى من العمود ذى الرقم رز . 

إذا ظهرت عناصر غير شر ف ار ا من المصفوفة الناجة 8 ٠‏ فإنه يكون € -- 8 وإذا كان غير 
ذاك فلنفر ض أن رازرقم أول عمود لا يقع فيه هذا الأمر . إذا كان 0 كج زرط فاسعمل (رزوط/82)1/ كاى () وإذا 
کان 0 = ,زرط بیا 0 کح زہط فاستعمل ہے۸ واتبعم نمس ما تم فی () . ويكون عندنذ كا ى (له) العمود ذو 
الرقم راز خالیا من ی عنصر آخر غير صفرى . 

إذا ظهرت عناصر غير صفوية فى المصفوفة الناتجة فى الصفين الأولين فقط ٠‏ فإتنا حصل على المصفوفة ٣‏ . أماإذا 
م يتحقق ذلك فإننا نكرر العملية السابقة حى تحصل عل المصفوفة '© ) 

مثال ؟ : إذا أجريت تحويلات الصفورف ‏ (5-)202 ,(212)1 ;)1/5(ڊH Hax(-2). Ha1(1);‏ بالتتايعم عل 
4 من المثال * فإننا نمحصل على ما يل : ظ 


1 2 -1 4| 1 2 -1 4 1 2 -1 4 1 2 0 17/5 
2 4 3 5| 0إا””‎ 0 5 - 3|1١0 0 1 -3/5( 0 0 1 65 
-1 -2 6 -7 0 0 5 -3 0 0 5  -3 0 0 0 0 


وهى مصفوفة ا الحواص (ا) - (د 


> 
1 


1 
هم 0 


أنظر المسألة 6 


الشكل العادى لمصذفوفه : 


يمكن اختزال أى مصفوفة 4 رتبنها م > 0 بواسطة تحويلات أولية إلى إحدى الصور التالية : 


1, 0 1, 
2 ٣ 1 [l, 0], 0 (5.1) 


الى تسمى الشكل العادى ( النظاى ) للمصفوفة 4 . إن المصفوفة الصفرية هى الشكل العادى الخاص بها . 

حيث أنه بمكن استخدام تحويلات الصفوف وتحويلات الأعمدة فى وقت واحد فإن العنصر 1 من الصف الأول 
الذى حصلنا عليه فى البند الوارد أعلاد ٠‏ ممكن وضمه ف العمود الأول . ومن الممكن عندها أن يكون كل من الصف 
الأول والعمود الأول خاليا من عناصر أخرى غير صفرية ( متلاشية ) . وبنفس الطريقة يمكن وضع العنصر 1 © من 
الصف الثانى » ف العمود الثانى وهكذا ع اه 

Ha1(-2), Hs), Koı(-2), Ks1(D, Kuı(-4, Kos, K2(1/5), فثلا » إن إجراء التحويلات المتتابعة‎ 


. الواردة فى المثال ؟ يسلى 0 ' وهو الشكل العادى‎ A4 Je Ha2(-1), K«2(3) 


of‏ 0 أنظر المسألة ه 
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ا 9 
إن المصفوفة النائجة عن تطبيق نحويل صفوف ( حويل أعمدة ) على مصفوفة الوحدة رآ تدعى مصفوفة صفية ( أعدة) 
أولية . سير مز المصفوفة الأولية بنفس الرمز الذى استخدم التعبير عن التحويلة الآ ولية الى استخدمت فصول على المصفوفة . 


مثال © . 


أمثلة من المصفوفات الأو لية الناتجة عن ج ف 


0 1 0 1 0 0! 
H442 = 1 0 0 = Ke. Ha(k) = = Ka(k). Hag(k) = 0 1 k = Kaڊ(k)‎ 
0 0 1 0 0 1 


كل مصفوفة أو لية هى مصفوفة غير شاذة ( لماذا ؟ ) . 
بمكن الحصول على تأثير تحويل أولى على المصفوفة 4 ذات الدرجة ۸ كا م ء بضرب هذه المصفوفة بمصفوفة 
أولية. ١‏ 

لإجراء تحويل أولى معين للصفوف على مصفوفة ‏ من الدرجة م ا و ء قم بهذا التحويل على مه لواد 
المصفوفة الأو لية المناظرة 2 ثم اضرب 4 من اليسار بالمصفوفة 7/ 

لإجراء تحويل أولى للأعمدة على 4 ٠‏ قم بهذا التحويل عل ب[ محصول على المصفوفة الأولية المناظرة ‏ ثم 
اضرب 4 من المين بالمصفوفة كم . 


مثال 4 : 


3 2 1 89 7 3 2 1111 00 
إذا كانت ]م 5 هيا = 4 فإن العملية l456‏ - |6 5 4 0 1 0 = ۰4و۸ بادل بين الصفين الأول 
9 8 7 3 2 1 9 8 0117 0 1 
ٍ 3 
واثالث فى 4 آم العملية | 3 0 فإحها تضيف إلى العمود الأول من A4‏ 
٠‏ 9 8 25 


9 8 7 
مضاعف العمود الثالث . 
بتكن 4 و 8 صمصفوفتين متكافتتين 2 ولەرمز ألمصفوفات الصفية والعمودية الأولة › المناطرة للتحويلات 
الأو لية ألصفوف والأعمدة الى حول المصفوفة .4ه إلى 28 > بألرمور H, Hos E Ke, Ke‏ حيثث 0 


اسم ے ےا 
رع حا 


© سس O‏ تي سم © 


© 


© سم‎ 
* © o 


: للأعمدة . . . . ويكون عندلذ‎ 
:ولا ... و1[‎ 1١4:1 ... يك‎ = PAQ = B )5.2( 
Q = KR... K, s,s OP = Hy... Hy, حيث‎ )5.3( 
: ولد‎ 


111 تكون مصفوفتا 4م و 8 متكافئتين إذاكان ( وإذا كان فقط ) من الممكن إيحاد مصفوفتين غير شاذتين م و © 
المعرفتين فى (5.3) محيث يكون ‏ 8 ح- 0 4 م 


مثلل /؛ : 


1 2-1 2 
4 = 5 -2 : Ha1(-1)°Ha24(-2)* 4 *Ka1(-2)-۰Ka1(1)۰Kaa(-2)۰K44(1)۰Kg(}) إذا كان‎ 
1 2 1 2 
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2- 0 0 1] [0 1 10! 01 0 1-2 
0 10 10 [00 1001101 0ه 
|0 101001 0101100 ه 
0o 00111000 111000 1‏ 


0 0 1060 ا 60 0 1 
8ه - [0 0 01 ! 1 ٠غ‏ 0 1 2- 
0 


0010 1 01 1- 
ما أن كل مصفوفة متكافئة لشكلها العادى فإنه يكون : 
37 إذا كانت ۸ مصفوفة مربعة من الدرجة # وغير شاذة فإنه يوجد مصفوفتان غير شاذتين م و 0 معرفتان 
فى (5.3) وتحققان الملاقة ,7 = @ 4م ص 


100[] 10 
0101-1-2 1 
-101[ ] 0 01 


أنظر المسألة + 
معكوس حاصل ضرب المصفوفات الاولية  :‏ يكن ْ 
Kı*Ka ... K, 8 P = 1 RT HH,‏ > 0 

ا(9 م اا لكر ل و ۸ منکوما و عا آن گر اسل التری هی خا قيرف الممكوتات 
بعر تیب معا کس فإنه يكون : 

EK aC ES HE. )5.4( 

لنغر ض أن 4 مصفوفة مربعة غير شاذة من الدرجة / ولتكن م و 0 المصفوفتين المعر فتن سابقا و اللتين تحققان 
العلاقة م[ = @ ۸4 2 فيكون عندئذ : 

)5.5( 


ونكون بذلك قد برهنا : 


-1 -1 -1 
- P (PAQQ = P 


۷. مكن التعبير عن كل مصفوفة غير شاذة كحاصل ضرب مصفوفات أولية . 
أنظر المسألة ب 
وينتج ما سبق ما يل : 
1. إذا كانت 4 مصفوفة غير شاذة فإن رتبة حاصل الضر ب 48 ( حاصل الضرب 84 أيضا ) » تكون مساوية لرتبة 8. 
للآلا. إذا كانت ل و © مصفوفتين غير شاذتين فإن رتبة 0 4 م تكون مساوية إلى رتبة 4 . 
المجموعة القانونية المتكافقة : 
7111,. تكون المصفوفتان 4 و 8 من الدرجة #« كا #م متكافتتين فما إذا كان ( وإذا كان فقط ) هما رتبةواحدة . 
نسمى مجموعة المصفوفات من درجة << 4ج بأنها مجموعة قانونية تكافئية فيا إذا كانت كل مصفوفة من 
الدرجة 7 × م مكافئة لمصفوفة وأحدة وواحده فقط من المحموعة . إن مثل هذه المحموعة القانونية تحدد بالعلاقة 


أنظر المسألة ۽ 
رتبة حاصل الضرب : 


لتكن المصفوفة 4 من درجة م × ١‏ والرتبة م. يوجد ». استنادا إلى النظرية 811 ٠.‏ مصفوفتان غير شاذتين 


۴ و 0 محققان العلاقة : 


1, 0 
n0» 7 
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وک سس سس هر a‏ 1 





أى 0-1 ۶-٠ N‏ = 4. لتكن 8 مصفوفة من درجه م × مر ولننظر فى رتبة : 
AB = P ° NQ*B (5.6)‏ 
استنادا إلى النظرية 1 تكون رتبة 8م هى رتبة 2/0-18. وعلى ذلك فإن صفوف N08‏ تكون من السغوف 
ال م الأول من 0-38 و«-يجم صفا مكونا من أصفار » أى أن رتبة 48 لا بمكنها أن تزيد عن م © رتبة المصفوفة 4 . 
وبالمثل فإن رتبة 8م لا يمكما أن تزيد عن رتبة 8. ونكون بذلك قد برهنا : 
IX‏ زوق عاضل ترب مصفوفتين لا بمكن أن تزيد عن رتبة أى من مضر وبية . 
) لنفرض أن 0 = 48 تنتج عن (5.6) إن 8/0-1:8-0. إن هذا يتطلب أن تكون الصفوف الم الأول 
من 028 أصفارا بيا تكون بقية الصفوف اختياريه . أى أن رتبة 0248 ورتبة 8 لا مكن أن تزيد عن (7-م) 
ونكون قد برهناالنظرية التالية : 
. إذا كانت رتبة مصفوفة 4 در جتها بر كا م مساوية م وإذا كانت 8 مصفوفة در جنا # ا م و تحقق العلاقة 
0 = 48 فإنرتبة 8 لاتزيد عن (+-م) . ظ 


. إن رتبة 1 4 اوی :2 أن | 7 ولأنه لايوجد مصغرات منالدر جة الثالثة‎ )۱( - ١ 


(ب) إن رتبة 


(ج ) إن رتبه 1 | تساوى 1 لأن 0 


؟ - برهن أن التحويلات الأولية لا تغير فى رتبة المصفوفة . 
لن تعتبر هنا إلا نحويلات الصفوف ونترك كتمرين اعتبار تحويلات الأعدة » لتكن م رتبة المصفوفة 4 
ذات الدرجة م × يرجم لذلك تكون كل مصغرات م ذات الدرجة (1+7#) أصفاراً و لتكن 8 المصفوفة النانجة 
عن 4 بتحويل الصفوف . لأرمز بالرمز | 5 | لصغر من الدرجة ( 4+1 ) المصفوفة 4 وبالرءز | 5 | لمصغر 
من الدرجة (24-1) المصفوفة 8 لهنفس وضع | 8# | . ) 
ليكن تحويل الصفوف هو (#) إن تأثير هذا التحويل عل | ۸ | أما (3) تركه بدون تغير وأما (ف) 
المبادلة بين اثنين من صهوفه أو (زة) البادلة بين واحد من صفوفه وصف آخر لايقع (i) ill é . | R | J‏ 
یکون 0 = | ۸ | = | ى | : وف الحالة (11) يكون 0 ح | خ | - | ك | أما فى الحالة (ققة) فإن | 5 | 
بإغمال الإشارة يكون ممغرا آخخر من مصغرات | 4 | من درجة (24-1) وبالتالى يكون مساويا للصفر . 
ليكن التحويل الصفى () ٨7;‏ أن تأثير هذا التحويل على | ۸ | هو إما (1) أن يتركه بدون تغيير 
وإما (قة) أن يضر ب أحد صفوفه بالمدد ۸ . ويكون على التوالى 0 = |۸ | = IS| =k|R| =o | S|‏ 
ليكن التحويل الصفى هو )K(‏ #7 أن مفعول هذا التحويل على | ۸ | هو إما (1) أن يتركه كا هو 


وإما () أن يضيف إلى أحد صفوفه صفا آخر منه مضروبا بالمدد م أو (لقة) أن يضيف إلى أحد صفوفه 


2 3 e 
4 = 0 تساو 2 ل‎ ۸4 - 
| 16 | وى ل‎ 


د 


© © 
هه ن 


آم مر دا 
يم جح كم N‏ هر OO‏ 
ره مم 


|4 | ولأن المصغرات التسعة من الدرجة الثانية متلاشية 


o 
لعف‎ 
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7+ اش 


صفا آخر . لايقع فى |8 | مضروبا بالعدد م . فى الحالتين (1) و (فف) يكون 0 = |۸ | = |5 | آماف 
الحالة (ققة) فإنه يكون «+|۸| - |5| ( مصغرا آخر من مصغرات 4 ذات الدرجة (4-1)) - 0 + 6.0 - ٠0‏ 
ما تقدم يتضح » أنه لا يمكن لتحويل صفوف أن يرفم رتبة مصفوفة كا أنه لا يمكن ذا التحويل أن فض رتبة 
هذه المصفوفة لآنه لو حدث ذلك لرفع التحويل المعاكس رتبة المصفوفة وبمكننا أن نقول باختصار إن تحويلا 
أوليا الصفوف لا ينير فى رتبة المصفوفة الى يقع علها هذا التحويل . 





OTO ONT i OPN RRNA O PP 1‏ ا 
وار نا قدا خمد مکل مےمھا اھ موق و اھ رھ نش هه دت ا نه 


© أو جد مصفوفة مكافئة 8 لكل واحدة من المهموفات 4 الواردة ذا بعد ثم استنتج بالنظر رتبة ۾ . 


1 2 3| |1 2 3 |1 2 3| |1 2 3 
A = |2 1 3|7 fo -3 310 1 1| 0 1 1| - 8 )1١ 
3 2 1[ )0 -4 -8[ |0 1 2[ 0 01 


إن التحويلات المستعملة هى على التوالى من اليسار إلى الم .(1- )جوا :)1/4- Hg‏ -)22 :(3-)وواة .(2-)ويلة 
ود أن راه A4‏ ھی 3 


1230] [1 2 30 [1 2 30 






30 2 1 3 2 1 
ب ۾ _ 3 8- 4- ١ا3‏ 8- 4 |١‏ اھ 8- 4- دأ |2 5- 2|١ ٠‏ 243| ۔ 4 
|o -4 -&3| 0 0 -32| |0 0 -3 2| |]0 60 -3 2 1‏ |3213 
0م60 0 ما [2 3- ه مإ| [115- 4- م| [115- 4- ه] ل ”7 8 6 





0 10 0 0 1 تت 
1+al~lo i 1+2] = 8. (+)‏ غ: وأندليج+.ه i:‏ - 4 
i 1+2 0 0 0‏ 1 +1 





إن المصفوفات المكافتة 8 الى حصلنا عليها هنا ليست وحيدة. بصورة خاصة لم تستعمل فى )١(‏ و (ب) سوى 
تحويلات صفوف وممكن للقارى”* أن بحد مصفوفات أخرى فبا لو استعمل تحويلات أعمدة . عندما تكون العناصر أعداداً 
كسرية لا يكون هناك على وجه العموم أى كسب ينتج عن اء “خدام تحويلات صة وف وتحويلات أعدة سويا . 


۽ - أوجد المصفوفة القانونية © والمكافئة صفيا لكل مصفوفة 4 من المصفوفات الواردة أدناء : 


4 0 0 1 0 2 3 1 1 0 2 0113 2- 3 1 0 0 
5 م _ [13-2 0 2[.10- 13 0 0إن..[0 6 2 1 0آلن_ |0 26 1 0 
0 0 0 0 0 2- 3 1 0 0 2 9 3 2 0 2 9 23 0 
0 0 0 0 0 2- 3 1 0 0 2- 3 1 0 0 2 3 1 1 0 













ا 1000[ |7 1003[ [3 10-23] [1 2-23 1[ [1 3 2-2 1 
| _ 0-1].10100-11 10 مإى]1-ه ه 1 وإى.]1- ٠١‏ ه 1 إن أه 5 13-2 
jo o 10 2| joo 10 2| |0010 2| |0010 2| 7¥‏ 4ه 24-3 

11-1 46j {o-1 11 5j [oo 11 له 01 0 مإ له‎ o01 2 








و اختزل كلا من المصفوفات الواردة أدناه إلى شكلها المادى : 


1 0 0 0 


o ojT7jo1o0ol (1) 


0 0 1 0 


إن التحويلات الأو لية المستعملة مرئبة من اليسار إلى المين هى : 


الفصل الخامس : التكافق 


اا ا ا سس سس 


1 20-1 10 0û0] f10 0 û 
341 20-21 slrlo-215|rlo1-25s~o1-2 sro 1 
0 72 3 02 73[ ]0 0 11-7 


Ha21(-3). H31(2); Ka1(-2). Kq(1): Kos: Ha4{-~2);: K34(2). Kag(-5); Kg1/11). K4a(7) 


23 5 4 1354| 1000| f1000] [10001 fi o00 
23 5 4l~io2 3 4 rio2 3 4 "l02347lo234l|o134~lo1ool~lo1 00 
48 13 2 0234[ له4ة0135|] ل[ه023)]‎ lo1oo0l loooo|l (+) 


إن التحويلات الأو لية المستعملة » مرتبة من اليار إلى البمين هى : 


Ha: Kı(4); Haı(-2): :(1)ي (4-) يمك .(5-)ويا ,(3-)ري‎ Ka2(-3). Kag(-4); Ha2(—1) - 


- 2 
1 


. 2 40 - N 


71 | 
٠‏ بما أن 4 من الدرجة 4 »ا 3 فإن علينا أن نسل عل الشكل وا ۾ يحرى كل تحويل صفوف على صف مكون 


2 


هسه هه سر او 44ہ © 
1 

N مر‎ 

2ن لهس 


ہہ ي نم 


1 0f. 
-1 -1 [1 


1 -2 -3 


1 0 0 


موتح تب 
مع مم كير 


-2 


-3 
0 
1 
0 
0 

-5 

~5 


-1/3 
7/6 
0 





3 -2 
0 -6 -5 7-2 1 0 
0 -6 -5 7-3 0 1 


و 

1 

0 

0 و 

1 0 0 0 

6 

6 

1 1/3 -4/3 -3 

0 -1/6 -5/6 6 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

1 0 0 0 

م 0 1 0 

0 0 0 ©0 
N P, 

1 1/3 -3 

0 -1/6 -5/6 


0 
0 


سے الت 25 هم 
N O © ww ©‏ 
مات س © 
به اخ عم 


مم ايج سم 
بت مم سم 
تت 5 سم 


6 2 هه‎ 
O © © 


0 0 
0 0 
1 0 
0 1 
3 -2 1 0 0 
1 3 0 1 0 
4 1 0 0 [1 
1 1/3 -3 2 
0 -1/6 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
1 0 0 0 
0 1-57 
0 0 0 0 
1 0 
PAQ, = 0 1 
0 0 





N O © ~~ o 


س بج تت ت س پخ ب 
د 


© 


٠ e1‏ الفصل الخامس : التكافۇ 


0 - عبر عن 


تم حير بن 
تن تن لير 


1 
4-1 كحاصل ضرب مصفوفات أو لية : 
1 


يز ل التحويلات الأولية (8-)0و! .(8-)رية :(1-)71/ .(1-)721 مرتبة من اليسار إلى المين › المصفوفة 4 إلى 
المصفوفة و[ أى [ أنظر (5.2) ]. 


I = Hoa‘H,‘A‘K,‘Ka = Haı(-1)*Ha1(-1)۰4 ١ (3-)رييوة‎ ١ يوي‎ )-3( 
1 0 0 1 0 0 1 0 3 1 3 0 


500 2 ! 
ينتج من (5.5) 2 : | 1 م]| |010] أ010] |110 
دهه|] ل:ه6ماأ ل: هنا ل01ه0 


4 2 1 7 Kg Kj 


۸ - برهن ما يلى : تكون المصفوفتان 4ه 8 من الدرجة # كا +7 متكافئتين فيا إذا كان ( وإذا كان فقط ) هما 
رتبة واحدة . ) 
إذا كانت رتبتا 4 و 8 متساويتين فإنهما تكافئان نفس المصفوفة (5.1) وتكون كل واحدة مها مكافئة 
للأغرى . على المكس إذا كانت 4 و 8 متكافثتين » فإنه توجد مصفوفتان غير شاذتین ۲ و @ عیث يكون : 
۵ 4 م = 8 واستنادا إلى النظرية 1/11 تكون المصفوفتين ۸4 و 8 نفس الرتبة . 

و - تتكون المحموعة القانونية لمصفوفة غير صفرية من الدر - الثالثة مما يل : 


0 0 1 0 0 1 
]1 
ls, 4 =‏ 
0 0 0 0 0 0 
وت ن الحموعة القانونية لمصفوفة غير صفرية در جما 4 x‏ 3 ها 
û0‏ 0 0 1 1.0 0 0 0 1 6 0 10 
0 0 0|] - او o‏ 0 0 1 0 0 0 1 0 ]0 14[ 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 0 


٠١‏ -إذا اخترنا من مصفوفة مربعة 4, من الدرجة # والرتبة بم مصفوفة جزئية 8 مكونة من ى صفا ( عودا) 
فان جرم رتبة 8 تساوى أو تزيد عن # ل فى د ير7. 
إن الشكل العادى المصفوفة 4 يكون له( ورم # ) صفا عناصره أصفار وإن الشكل العادى للمصفوفة 8 
يكون له (وم ‏ 5) صفاعناصر ٠أصفارا‏ ومن الواضح أن : 
و - 5 2 دم 
و صا م - 5+5 2 و كاهو مطلوب . 


EEE 1 2122 3 1 2 1 2 0 

4 5 6 7 0 , 

الست :)1( |351 2|(ب( ا (+) E‏ (د)!9 8 
a‏ 2434 2-2 13 ا(2( 7 0 

ا ا 14 13 12 11 10 

15 16 17 18 9 


الجواب : )1١(‏ 2 ٠(ب)‏ 3 + (ج) 4 (د) 2 





الفصل الخامس : التكافق of‏ 


ااا ل ااا لس شم 
۲ برهن باعتبار المصغرات أن للمصفوفات ۸4 و 4 و 4 و 4 نفس الرتبة . 

م١‏ - برهن أن المصفوفة القانونية © المكافئة صفيا لمصفوفة معينة 4 تتحدد تحديدا تاما بواسطة 4 فقط . 

وو أو جد المصفوفة القانونية © المكافئة صفيا لكل من المصفوفات التالية : 


1 1 1 2[ ]1006001 12 3 4[ ]10 0 1/9 
2 1-3 6[-10100[)-( (ب) أو/1 1010--|2 41ة|‎ TS (۱) 
3-3 1 2| 0012 4312| |001 11/9 29251 7 
82 1 0| ]100 [1 
1-1 1 11Î 100-1 2 3 2 1 2Î 010-1 
IS 2-1 2 r001 ر1‎ 
2-2 1 02[ o01 20 5 6 3 2f |000 0 
1 1-1-3 3| |000 00 1 3-1-3 |000 0 


' . ١+ -اكتب الشكل العادى لكل من مصفوفات المسألة‎ ٠ 


الجواب : ٠ ]/20[1 )١(‏ (ب) . (ج) [80/] 


د 1م ١‏ د J‏ 
4 3 2 1 
5 - لتكن المصفوفة 41 3 4-12 
2 1 4 3 


(۱) من و1 كون (4-)و:# .(712.71:)3ثم برهن أن كل 174 يعطى ناتج تحويل الصفوف الناظر . 
(ب) من [ کون (3)ے۾K‏ .(1-)۸ ه۸ مم برهن آن كل 4 يعطى ناتج تحويل الأعدة المناظرة . 
۰ المحکوسات رھ )11 ,)3 )^13 .۸115 المصفوفات الأولية الواردة ف (۱) وبرهن آنه لکل #1 
يتحعقق ] = "° H.H‏ . 
) المعكوسات )3( K3"(-1). K4‏ ا للمصفوفات الأولية الواردة من (ب) وبرهن أنه لكل كر 


يتحقق /ر = كرلكل . 
0 03 | ل 5 0 0 
( ھ ) احسب | 0 0 (4-)وو 812١ 112:)3( ١‏ :28 ر 1 0 م = C -= H3 (-4)*H2 (3) “H3‏ 
O 00 1‏ 


jj) = Hg). وليك و‎ = Hk) s Kj;=H;; e 
)برعت ا عن ۸ حاصل ضرب مصفوفات أعمدة 5 2 7 8 اسل الف ب ريه اننا كين :م«‎ 
لنفس مصفوفات الصفوف الأو لية‎ 
م1-برهن مايل : (!) يكون كل من 48 و 84 غير شاذا فما إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين غير شاذتين‎ 
. #8 مربعتين من الدرجة‎ 
(ب) يكون كل من 48 و 8۸4 شاذ ما إذا كانت على الأقل واحدة من المصفوفتين ۸4 و 8 المربعتين ومن‎ ) 
. الدر حة م »© شاذة‎ 
لكو ها نفس الرتبة‎ PAQ , 40 4م و‎ » 4 ù -إذا كانت 4 و 0 غير شاذتين فبر هن‎ 4 
. توضيح : اكتب م و @ کحاصل ضرب مصفوفات أولية‎ 





05 الفصل الخامس : التكافق 
6-1 3 1 

٠‏ -اخيزل المصفوفة |1 5 4 1|= 8 إلى شكل عادى N‏ واحسب المصفوفتين رم و ,0 اللت.ن تحققان العلاقة 
١ 154 3‏ 00 

لاع 2280 . 


ا ١‏ )برهن أن عدد المضقوفات: ى جوع قاو نة لمشو فة مرب امن الدرسة”. + بالنشبة للتكاض + يسارع (دين” ' 
(ب) برهن أن عدد المصفوفات . ىق موعة قانونية لمصفوفة درجتها ۸× بالنسبة للتكافؤق . يساوى أصغر 
المددين ( 1 + يسم )و (] + سم). 


4 4 12 ) 
٣‏ - إذا أعطيت المصفوفة |6 2 3 1| = 4 والى رتبا 2 ٠‏ فأو جد مصفوفة مربعة من الدرجة الرابعة 0 -# 8 
10 6 5 2 


وتحقفق العلاقة 0 = ۸48 
نو ضيح : أتبع بر هان النظرية + و خحذ : 


07 
“O © © © 
x O © Oo 
0M © O © 
™ no © 


ست و اة احتارية:. 


۴ - المصفوفتان 4 من المسألة ٠و‏ 8 من ‌المسألة ٠١‏ متكافئتان . أوجد و 0 محيث يكون 0 4 م - 8 

4 - إذا كانت 4, مصفوفة من الدرجة ۸ ×" ورتبما 4 7 »> 8 مصفوفة من نفس الدرجة ورتبها م فير هن 
أن رتبة المصفوفة 8 + 4 لاتزيد عنجعء + ر٣‏ . 

اال 4 «مستقواقة ارا مويعة بون الفوعة و و 2 فة ار س ومن «الترسة ير.ايضا.. 
باعتبار كل من الصور الستة التلفة للمصفوفة 8 فأثبت أن |8 |.|4 | = |48| . 

5 نفرض أن 4 و 8 مصفوفتان مربعتان من الدرجة م. 
)١(‏ إذاكانت واحدة » على الأقل مها شاذة نيرهن أن |8 |.|4 | ع |48 | . 
(ب) إذا كانتا معا غير شاذتين » استخدم (5.5) والمسألة (ه؟) لكى نبرهن أن |8 |. |4 | - 48 |. 

۷ - برهن أن تكافو المصفوفات علاقة تكافو . 

. برهن أن الشكل الصفى التكافئى القانوق لمصفوفة غر شاذة ۸4 هو / والعكس بالعكس‎ - ١4 

4 - برهن أنه لا مكن تحويل كل مصفوفة 4 إلى شكل عادى بواسطة تحويلات صفوف فقط . 
توضيح : أو جد مصفوفة لا ممكن اختز الها هذا الشكل . 

٠‏ بين كيف يمكنك أن تطبق على أى مصفوفة 4 التحويل 6# باستعمال تتابم من تحويلات الصفوف من 
النوع ( ۲ ) والنوع (۳). 

۴۱ - برهن أنه إذا كانت 4, مصفوفة درسها ۸× حيث (1572 ) ورتبها 5 فإن 4 4 تكون مصفوفة ا 
غير شاذة . أذكر النظرية المقابلة عندما تكون ر تبه A4‏ اضفر ك „mM‏ 








المجل السارس . 
المصفوفة المراعقة مصفوفة مربدعة 


المصفوفة المرافقة : 


إذا كانت [ر,©] = 4 مصفوفة مربعة من درجة ۸ وكان زب المعامل المرافق العنصر ,© فإننا نسمى » بالتعريف » 


المصفوفة 
0_1 21 0114 
0 ا 0 0 
adjoint 4 = adj/4 - 12 “22 2 (6.1)‏ 
Cin” Con Can‏ 


المصفوفة المرافقة للمصفوفة 4 
59 ملاحظة أن المعاملات المرافقة لعناصر الصف ( العمود ) ذى الرقم أ من ۸ هى عناصر العمود ( الصف ) ذى 


الرقم 8 س 4۸ زه 
مثال ١‏ : 


1 

4 = 2 

3 ٠ 

ف المصفوفة يكون 


دع تمع يما 
نمب تح حلي 


[- = وو ,4 = وو ,5~ - 091 ,3 = a1 =1. dog = ~5. ag‏ 3- 2و0 .2- - ج01 .6 =1 


5- 1 6 
4 5 2-] - 4ز0ة 
19 كلت 


انظر المألتين ١‏ - ۲ 


باستخدام النظر يتين ¥ و ¥7 من‌الفصل ۴ فإننا جد 


611 Mo ... أاس:©‎ | 2 o e 
ıa 0 0 )6.2( 
A(adj A) - 021 022 ... وج 12 و0‎ Ln 2 
0471 dno dann 1n oan Ann 
- diag (4l. |4|. ....14) = |4| 7 = (adijd)4 


مثال ۲ : 
فى المصفوفة 4 الواردة ف المثال ١‏ يكون : 7  -‏ |4 | وكذلك 


0 0 7- 5 1 6 23 1 
| 7وک +23 0 047 ِ بي 5 2-]21 3 2 - )4 A(adj‏ 
) 7 0 0 1- 3 4111-3 3 3 

















له الفصل السادس : المصفوغة اخرائقة كصفوغة مربمة 


بأخذ محددات طرف العلاقة ( 6.2 ) فإننا نيجد : 





l|aai4|.|4| (6.3)‏ = "4| - (4نفة|.|4ا 
وينتج عن ذلك : 
1 - إذا كانت ۸4 مصفوفة مر بعة من درجة ۸ وغير شاذة فإنه يكون : 
)6.4( ”4| - |4 زهو| 
1 - إذا كانت 4 مصفوفة مربعة من درجة # وشاذة فإنه يكون : ) 
A(adjA4A) = (adj4)4 = 0‏ 


إذا كانت رتبة 4 أصغر من (1-م) فإن 0 س 


4 زهه إذا كانت رتبة 4 تساوى (1-) فإن رتبة ۸4 [4© تساوى 
الواحد . ٨‏ 


انظر المسألة ۴ . 
المصفوفة المرافقة لحاصل ضرب مصفوفتين: : 
سثير هن فى المسألة 4 . 
لك - إذا كانت 4, و 8 مصفوفتين مربعتين من درجة #م فإن : 
adj AB = adj B ‘° adj 4A )6.5(‏ 
مصغر مصفوفة مرافقة : 
سنير هن لى المسألة ٠‏ : 


Sos yV 


i‏ | ر ھا ن وز 2 للمصفوفة المر بعة [ رر ] = 4 ذات الدررجة 7 وليكن 
,۰° ,2 4 





صر 2١ ٠-0‏ + © 11+ وول ا 
. : 4 ماممة ىق م 6 
Lop +1° Lm + 2° erp 07‏ 


۴ روي ١‏ 05200000 1 
و نفرض أن ME‏ يرمز للمصغر المربع من الدر جه ” المصفوفة 4 هه والذى تحتل عناصر ه فى adj A‏ 


و ٠٠٠٠‏ 2ل ٠1ل‏ 


المواقع ذاما الى تحتلها عناصر a‏ 


اة 





me11 Jm +2 °°° jn 
A; 1 


)6.6( چ ٠٠٠١‏ 2ل ول 


|4| 1 E 





4خ | “21 م 








ورا رعاحهة 1 7+1 


8 = i + i + ۰ + ر + أ‎ + j2 + °°° + ول‎ 


سم 


إذا كانت فى ( 6.6 ) المصفوفة 4 غير شاذة فإن : 


_ 147. Ek )6,7( 





وا ,... :2+ iq‏ 17+ ءا 


| ja a j 
ب« ,... رط ,ها‎ 





الفنصل السادس : الصفوغة اقرافقة الصغوفة مربعة 5 





إذا كانت 2 = جم فإن العلاقة (6.3) تأخذ الشكل : 





A41. 4 ۰. 6 ) 6.8 (‏ ^+ ر 1 ( = ا “i.‏ | 
الف زيا“ وز 4" 
J1‏ 
وهنا يتاوى حاسل صرب | 4 | بالضم ابلى د |يا ي4 | 





إذا كانت ١‏ س ور سح وص فإن الملاقة ( 6.7 ) تأخذ الشكل . 


م 





٠ -1‏ :12 | 
1- وآ ,و 


e “i.i, (6.9) 


وإذا كانت ۾ = ويم فإن الملاقة ( 6,7 ) تأخذ شكل الملاقة ( 6.4 ) 


-إن المصفوفة المرافقة المصفو فه 1 م - ۸ هى المصفوفة 5 58 | 3 





012 a2 


| 00 20 م 
o‏ | 34| |3 4! |43 
ظ 1س 
ظ ل لك 00 3 1 3 1 4 1 
۽ إن ا المرأ 4رده أ تت 0 < 
استرة رت فسفرة ٠ ٠|‏ | - 4 م استرة | E‏ 
ا 
3 1 
م - برهن أنه إذا كانت المصفوفة 4 من درجة 7 ورتبما [ جم فان ۸ز تکون ذات رتبة مساو ية الواح . 
حيث أن المصفوفة 4 من الرتبة ة 2-1 فإنه يوجد معامل مرافق واحد على الآقل ٠‏ لا يساوى الصفر . و إن رتبة + [4ه 
د الأقل الواحد . استنادا إلى النظرية + من الفصل الخامس ء مجد أن ر تبة 44ت هى على الأكثر [ع (1[وميمو 
وينتج مما تقدم أن الرتبة تساوى الواحد فعلا . 
هو -أئثبت أن 4 [4ه . 8 adj 4 B ¬ adj‏ . 
بن (6.2 ) نحصل على 48 (48 #ه) - 7. |48 | ع AB adj 4B‏ 


1 
وك صر صم 
N © o‏ 
مو شم صم 
ده تلن كر 
جين حير ذهب 


وما أن : 
بلقم - lBl-l4l.1‏ = جمرمد ماما = 4(B-adjB)adj4 = A(BI.Dadj4‏ = 0(4ة١8‏ زمع١٠48‏ 
(adj B ° adj 4)4B = adjB (adj 4)A}B = adjR.!4:.1-B = 4! kadjB)B} = |48|.‏ 
فإننا نستتج : 4 adj 48 = adj 8 . adj‏ 
۾ -أثبت أن ,04 |4 - (4 زa)‏ زل وذلك إذا كان 0 عب | 4 | 
من (6.2) و(6.4) نحصل عل )|4 زaa|‏ .... .|4 adj 4 ° adj (adj 4) = diag(l adi 4|. a41‏ 
i 22-1 | |73 1-1‏ 
ر ...لجا قال ههره:.< 





EDIE 





و 
> - برهن مايل ( 
إذا كان أ" 
RR‏ 
وإذا كان ٠:50‏ 
,. 





"أل .. 


وإذا رمز | 





2100 °°° 
lq, i, ..- 1 


Üm+ 1: Jm+2. °° 
im #1’ m+ 2: . 


j1 2ل‎ 
Mi, is, .... 


الفصل السادس : اكصفوغة الخرافقة اصغوفة مربعة 


A4‏ .4ا 


A › adj A ° adj (adj A4) 


n-1 
أ‎ 4| ١ زقع) زج‎ 4( 4l مم.‎ 


71-2 
adj (adj4) = l4l °4 


A4 





مصغرا مربعا من درجة 7 المصفوفة المربعة [تن©] = 4 ذات الدرجة # 








للمصغر المربع من درجة ١‏ ل 4 زه والذى تحتل عناصره من 4 اه المواقم ذاتها 














: :2ل ول فى ء 4 فإن‎ ٠٠٠. الى تحتلها عناصر | ول‎ 
1 وو دوه‎ ۰۰٠١ پا‎ 
ل1١‎ 72٠ 0 Ja e i 7704+ 1+ 77+20 00 
ناه‎ )-1( 4| . Bi as ۰۰۰ و‎ 
s - ++ °“ + iy + جور + و‎ °** + jn < ف‎ 
من‎ 
0 . ١0 0 ٠.٠٠ 0 
ai سر‎ +1 i. 1 i J1 a1 
3 ام رم‎ 160 0 ..- 0 
12 22 1.2 و يۇ“‎ 2 1 
ل‎ 
esse EES elas 8 ٠ 
n‘ Im+1 gin i1. ig ia. ig ra‘ in 
کے کے‎ 11١ ت أت اعد‎ TR لا‎ EES 
٠ م م‎ ١1 O ٠.٠.٠ 0 
8 a41 m41 is1. i. as1 i. ae اجو‎ 
00 a ERS EA f TERORE ERE : ا‎ 
8 ۱ 
٠ ١ هاه‎ 
: راوحو ذف وو يام ا من حو عدوا وا مم م ا اخ ا ل‎ e ونإ وك ها قا ايه فال هام وه‎ e oe OEE O ل نه أو‎ E ابح‎  "- .»م‎ 
0 | ' ا‎ 0 0 ..- 1 
ا‎ : Gin, jma1 tn: Jn 210 i Jn i jin 7 
| |4| 0 ..0 ه‎ his °" “rin 
ا‎ 
ِ 0 |4 ۲ 0 ۱ ورن 1+1 م64‎ 
E2 1 
ل‎ oo Û aac... E 
٠ l4l 
| 0 0 ... |4 | e. as a in 
n REO EEE 
ٍ ١ 
١ | | 
0 0 0 : +1 m+ لي‎ 
ل 0 مل ا‎ 
ٍْ ا‎ 
١ 
ل‎ eee A A CE 


. . موه‎ a . ل‎ 
Cir ig وا‎ Jn 


8 
© 
o 





الفصل السادس : المصفوفة المرافقة لمصفوفة مريمة ْ 5 


و ل ي ي 
بأذ محددات الطر فين تحصل على : 


چ 2.6 ل و 
hi. a. ....‏ 


Jn +1: mao. ..., Jj 
ltt]. |e معد‎ 








و ير e41‏ 
حيث ى معرف فى نص النظرية . ينتج عما تقدم » المطلوب مباشرة . 
۷ - برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة معاثلة تخالغية من الدر جة 2# فإن | 4 | يكون مربع كثير ( متعدد ) حدود 
مكون من عناصر 4 . 
من التعر يف | 4 | يكون كثير حدود مکو نا من عناصر ها > فعلينا أن نير هن مت الشروط الواردة أعلاء » أن 
کشر الحدود » هذا > مربع تام . 
6 0 
إن النظرية صحيحة ق حالة عدم لأنه عندما يكون 1 ع - 4 فإن تمع إلم| 
والآن أن النظر يه صصدرحة فى حالة #/ -- «, واعتر المصفوقة المبائلة التخالفية laj‏ = 4 ذأات الدر حه 2+ 2۸ مکننا 
a B C‏ 0 9 . 
أن نكتب بالتحز نه 1 | حيث ا E‏ و تكون 8 مصفوفه مماثلة حا لفيه من 
۰ £ 0 و +چد و بير 
الدر جة 2 . من الفرض 2 كر -: | 8 | حيث “م كشير حدود مكون من عناصر 8 . 


اذا رمزنا بالزمز ريه للمعامل المرافق للعنصر زه من 4 فإننا نحد استنادا إلى المسألة + من الفصل الثالث والعلاقة (6.8) : 


0 TT 





ak +1, 2k41  ok+ oka 
روديو‎ k4: ak49 ومع بدؤم ودود‎ 0 


علاوة على ذلك ودود 0417 - - akan 2k41‏ أى أن 


42 
+ ا ,1 م Yoni‏ : 
فدو و د 141/5 .و ١‏ ا / ٢‏ وهو مايثبت المطلوب . 


مسائل اضافية 


5 2 0 0 5 
ES 1.03 1.23 2 3‏ 
ر( |2 o02] (0|210 © o1 2| (o1‏ 
5 5 
0 0 0 1 0 0 5% 00 
الجواب 
4- 0 0 2 
1 00 1 1:52 4-5 1 6- 0 6 2 
()'( د وھ وإ (ب) |2 1 وا0 اي 5 2-|(د)| 5 0.3 1 
) 1 0 0 1 0 0 1] 1-2 10 00 2- 











3 الفصل السادس : الصفوفغة المراغقة خصفوغفة مربعة 


: ققق من أن‎ ٩ 
. المصفوفة المرافقة لمصفوفة عددية هى مصفوفة عددية‎ -) 1١ 
. (ب) المصفوفة المرافقة لمصفوفة قطرية هى مصفوفة قطرية‎ 
. (ج) المصفوفة المرافقة المصفوفة مثلثية هى مصفوفة مثلثية‎ 
. -اكتب مصفوفة 0 تح 4 من الدرجة الثالثة حيث يكون 0 = 4 هه‎ ٠ 


. © ) -إذا كانت 4 مصفوفة مربعة من الدر جة الثائية . فبرهن أن : 4م = ( 4 هه‎ ١١ 


E: ۳ -1 -2 -2‏ ل ظ 
١‏ 1 2-2 3 4 4 


هی 4 نفسها . 
۴ - برهن آنه إذا كانت رتبة المصفوفة 4 المربعة من الدرجة م أصغر من ( 1 - #) فإن 0 = 4ه . 
١4‏ برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة ممائلة فإن 4 هه تكون مماثلة أيضا . 
1 برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة هرميتية فإن 4 لهه تكون هرميتية أيضا . 
5 - برهن أنه إذا كانت ۸4 مصفوفة متائلة تخالفية من الدرجة م فإن 4 47© تكون متائلة أو مباثلة تخالفية عسب 
ما يكون # فرديا أو زوجيا . 
۷ - هل توجد نظرية مشاءهة لنظرية المسألة ١١‏ تتعلق بالمصفوفات الحرميتية التخالفية ؟ 
- بين أنه أى حالة المصفوفات الأولية يكون : 
)١١‏ [1!- - ز14 زه ْ 
)ب( adj Hj (k) = ding(1/k.1/k.....1/k.1.1/k.....1/#).‏ حيث يقع المنصر 1[ ق الصف فى الرقم 1 ٠.‏ 
( ج) 4)۸۰ = j) k(‏ لهه مم نتانج مشاهة التحويلات 6 . 


4 - برهن أنه إذا كانت أم مصفوفة هر بعه من درجة 71 ومن الرتبة A‏ أو )1 وإذا کان ۸ = Hy... Ha ‘H, . 4 ‘Kı‘Ka...K,‏ 


حيث 2ه رمز دپ او أ0 ه| فإن: 
0 0 


4 .2 - - 
adj A adj Hg ` ... adj H< ad) H;‏ ° ,2 لفه 27*٠١ adj Kz...‏ زمه = 4 لقع 
٠‏ - استخدم الطريقة الواردة ف المسألة ٠١‏ لساب المصفوفة المرافقة للمصفوفات : 
(!) المصفوفة 4 الواردةفى المسألة ۷ من الفصل الحامس . 


(ب ) 


سم چن للم يه 
تج تم Mm‏ 


1 
2 
1 
4 


O N وعم ينع‎ 


]-14 2-2 3 
14-2 2 -2 


3- 3- 
الحواب | 1 غ (-) [ه ه 6ه 
1 0 


~1 1-1 1 -1 





الفصل السادسسي : امصفوغة المرافقة لصفوفة مربعة +١‏ 


(©) 'ى يمثل مجموع عناصر مصفوفة © ٠‏ فير هن أن 
مم5 - 4# نفه)د د |4| - lal = *.S(aaj4)‏ 
؟؟ - برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة مربمعة من درجة م فإِن : 
#س | - | ري ثمه) لقه | 
۴ -لنفرض أن )1.2.....8= (ij‏ [رپه] = 4 مصفوفة مثلثية سفل مثلهبا هو مثلث باسكال ٠‏ مثال ذلك : 


0 0 1 1 
0 1060 1 ا 
م1 2 1 4 ْ 
1 3 3 1 





(i)‏ = [بية] - و4 له 

4 - لنفرض أن المصفوفة 8 تنتج عن المصفوفة 4 بحذف صفيها الذين يحصلان الرقين 2 و م وحودييما اللذين 
. بحملان الرقين ثر و © برهن أن : 

ات د 





حيث زر هو المعامل المرافق للمنصر © ق |4| . 


کی ر ل اط ی و سے سے ا ا 
ا ج 35 
عايب سس ٠‏ عست ا تت ED AT TT N‏ 








الأصل السات 
معكوس مصفوفة 


إذا كافت 4 و 8 مصفوفتين مربعتين من درجة # محيث كان / = ۸4 8 = 48 فإن 8 تسمى معكوس المصفوفة 
۸ » ( 4-1 = 8 ) وأن 4 تدعى ممكوس المصفوفة 8 ء ( 8-1 = 4 ) 
سنير هن ق المسألة ١‏ أن : 
1. يكون للمصفوفة المربعة من درجة , معكوس إذا ( وإذا فقط ) كانت غير شاذة . 
إن معكوس مصفوفة 4 المربعة ومن درجة # غير شاذة » هى مصفوفة وحيدة . ( انظر المسألة /ا من الفصل ؟ ) . 
1. إذا كانت 4 غير شاذة فإن ۸4€ = 48 يتلزم € = 8 ظ 
معكوس المصفوفة القطرية غير الشاذة ‏ (/....,ي .)0188 هىالمصفوفه القطرية : 
diag (1/k,,1/k», ....1/k,)‏ 
A,, 49,‏ غير شاذة . فإن.هكوس المجموع المباشر (وي4 ,.. ,ري 0126)41.4‏ هو : 
diag (4, 43, .... 40)‏ ) 
سنقدم وما يلى طرق إبحاد معكوس مصفوفة عامة غير شاذة . 
إيحاد المعكوس باستخدام المصفوفات المرافقة من الملاقة (6.2) يكون [. |4 | - 4 [4© 4. 


إذا كانت 4 مصفوفة غير شاذة فإن 


إذا كانت المصفوفات ,4 


“ary, 





1 و 
(7.1) إمامييه ... agg l4‏ [4آ/يره 
ae‏ اا ل دا 
|4 
nn / |4|‏ ا |14 dn / 14| on‏ 
مثال ١‏ : 
اال من الف د أن رافق أ٠ e‏ 
١‏ 2 4 3 [1 007 وى 1- 60 1 
1-4-3 1[ 1-2 
E 3‏ 0 
ومما أن 2 = | 4 | فإن e NAT G&G‏ 
2 2 : 7 ت 
|4 | 5 000 7 انظر المسألة ؟. 


إيحاد المعكوس باستخدام | لمصفوفات الأولية : لنفرض 4 مصفوفة مربعة غير شاذة من درجة # قد اخيزلت إلى 
المصفوفة 7 بواسطة التحويلات الأولية حيث يكون : 1 = Hg... Ha. Hh. A-‘K,‘Ka...K, = PAQ‏ 











الفصل السابع : معكوس مصفوفة 4 


من (5.5) نجدأن اسن ۲٣‏ = 4 وما أن 8 = (81) إذن 


-1 


Ha. H (7.2)‏ ...+8 ٠ك‏ اللي - 0.25 - 65055) - 4 
مثال ۲ : 
من المسألة ۷ من الفصا الحامس حصل على : 
e. 1 0 0 1 -3 0| [1 0 -3‏ 
] = 0 1 0 0 1 0 5 م Hal, AK,K+ = 0 1 0 -1 1 0 ٠.‏ 
1 011100 0 01 0 1 0 1- 
ومن ثم 
:7-35 0 0 1 0 0 1 3- 0 0111 1-3 1 
Of.‏ 1 1- = 0 1 0 0 1 1- 0 1 0 0 1 0 = والأولمقارظة - 1 
01j j-1 0 1 -1 0 1‏ 0 1 011100 0 


لقد برهنا فى الفصل الحامس أنه بمكن تحويل مصفوفة غير شاذة إلى الشكل العادى بواسطة تحويلات الصفوف فقط . 
وعلى ذلك واستنادا إلى (7.2) وبفرض 71 = © بجد : ) 
A = P = Hy... HH (03)‏ 
وعلى ذلك فإنه مكن القول : 
[11. إذا حولت المصفوفة 4 إلى / بواسطة متوالية من تحويلات الصفوف فقط . فإن 4-1 تساوى حاصل الضر ب 
بتر تيب معا كس » المصفوفات الأو لية المناظرة هذه التحويلات . 


مشال ۲ ٠‏ 
3 3 1 
أوجد معكوس المصفوفة 3 4 1| = ۸4 الواردة ف المثال ؟ وذلك باستعمال تحويلات صفوف فقط ء لتحويل 4 إلى / 
4 3 1 : 
اكتب المصفوفة [ وم 4 | م طبق على صفوفها ذات العناضر الستة » متوالية من حويلات الصفوف الى تحول 
المصفوفة 4 إلى و7 فلجد : 


و 7-3 !100 |4-30 1037| [100 11337 1331001 
Ia] = 1 43;010l~l0o10:-110Îrlo10!-1 10~ |lo10!-1 1 o‏ 4[ 
o01 -1 0 1‏ |01 1-!001|] [101-:401|] |41001 13 
) ]4° 14 
) 3- 7-3 
وذلك استنادا إلى ( 7.3 ) . وحيث أن 4 قد تحولت إلى و/ » فإن و قد تحولت إلى أ0 1 1-|- "4 انظ المسألة ۴ . 
1 0 1- 


ايجاد معكوس مصفوفة بطريقة التجزئة : 
لنفر ض [ رن» ]| - 4 مصفوفة من درجه # وأن 8B = [bj]‏ معكوس هذه المصفوفة ٠.‏ ولنقرض أن هاتين 
المصفوفتين قد جزئتا إلى مصفوفات جزئية من الدرجات المبينة كما يلى : 


Bı Bıa | 41 ' ورك‎ 


(Pp xp) , (P x q) (P xP) ‘(Px 4) 


۱ و‎ 
81 ' وي4 ؛ :#42 وو‎ 
(qx Pp) ١ )4* 9( (qxP) ' (qx 4) 





ن ر 00 


€“ الفصل السابع : ممكوس مصفوفة 





ماآن ي[ - 84 - 48 فإنناجد: 


() A1811 + A42B = 1 (iii) B241, + Ba42 = 0 0.4 
( (i) A,r B2 + AB = 0 (iv) BzıA,2 + BaaA22 = و1‎ ۰ 
۰ : وإذا كانت رم غير شادة فإنه يكود‎ 
11 8 A11 (A1 Ane) o 4 1 Ba, £ (A1 411) (7.5) 
Bg = - (A11 A19) Baa = چ‎ 


ف A192).‏ 41 421 - وو/ انظر اللألة 
ش نه ج 


ليكن : 


هو© © 1272© 011 


0211 041 01 

a 

هد ود ديت 001 ع6 | ويه ديه ديه | = Ga = 11 2 Ga‏ 
ديت 621 


da1 “32 و06‎ 


4و “a3‏ 2و0 1“ 
d41 “42 C43 “44‏ 
بعد حساب ر6 تجزىئ و6 عيث يكون |[ ووه ] = رد4 وتستخدم الملاقة (7.5) لكى تحصل على 
تكرر هذه الطريقة على ي6 بعد أن تجز ہا حيث يكون |[مهه ] = ر۸4 وهكذا.. 
3 3 1 


مثال ؟ ٠‏ 3 4 4-11 
4 3 1 
أو جد معكوس المصذوفة باستعال طريقة التجزئة : 
3 1 
A2 = [1 3].‏ |3[ 42 1 | = ,4 و فنجد مندها .]4( = A22‏ 


3- 4 4 3[ [4-3[]3 4 3- 4 1 
Ao 4 = ]1 3 - ]1 0([.‏ , = - 4م ,, أ ' 095 A4‏ 
ua 000‏ هده ]+ [:][1 :]محف .ل ١]:‏ 


] 1( = ع و .]1[ 0 1[ - 41[ = ( 449 41)41 - د4 = 3 


لمن نمل | ل . 
لك ناما" ا 


ومن ثم 


8 ۴ 7 
500 د 5 
ات :5 5 8 1 2111111101 
رمي دنه سيره ل.ل ل لس م يسم ري م -.. بد الف E EE‏ ل 


Bı = 4A1 + ) 1044 = : 


1 


1 -1 
ج‎ (A2141) = [-1.0][ 


bo 
م‎ 
N 

i 


5 -1 
- - )4 44 


مج 
N‏ 
هم 
1 


Boa > دع‎ - ]1[ 





56 الفصل السابع : معكوس مصفوفة‎ ٠ 


اث ا 


ونجد أخيرا : 


و 7-3 58 
12 11 ك 
م 1+ 1-] = 4 4 
Baa‏ ڊ8 
1 0 1- 


انظر المسألتين ه - ٦‏ 

معكوس مصفوفة متماثلة ٠‏ إذا كانت المصفوفة 4 مائلة » أى رر = ره فإننا لن حتاج لاب | کر من 
(۸+1)‰ معاملا مرافقا › بدلا من ساب 2يم, لصول على 4-1 من 4 447 . 

إذا كانت هناك أى فائدة من حساب 4-1 كحاصل ضرب مصفوفات أولية » فإنه يحب إجراء التحويلات الأولية بحيث 


نحافظ عل خاصة القائل الى تتمتع بها المصفوفة المفروضة وهذا يتطلب إجراء التحويلات أزواجا أزواجا محيث إذا 
أجرى تحويل صفوف فإن علينا أن نتبعه مباشرة بنفس التحويل المقابل للأعدة . مثال ذلك : 


0 > ... © 6 
6ش‎ Ib Oe... 
E e 


بصورة خاصة » لتحويل المنصر القطرى © إلى 1 تحتاج إلى التحويلين (4)1⁄۷3 و .(1)1/1/8. وسيكون بصورة عامة إما 
أن يكون ب ثيه عددا غير جذرى أو عددا تخيليا » ونحن لا ننصح هذه الطريقة . 


و تحصل على وفرة الحهد الكبير » ف هذه الحالة » باستمال طريقة التجزئة لأن الملاقة (7.5) تختصر بالشكل : 


8 An + (A AE KATA19), ريه‎ = 8 


ii 


(7.6) 


1 


512 > (A1412) ^, Baa - ع‎ 


حيتت 4210411412 وي4 = ج 
انظر المساله ٠“‏ 


إذا كانت المصفوفة 4 غير مباثلة فإنه بمكن استمال الطريقّة الواردة أعلاه لإجاد کو فن المصفوفة 4 4, والى 
'تكون مصفوفة مماثلة واستنتاج مقلوب 4 نن العلاقة . 


A* = (AAA ` 0 





4 الفصل السابع : معكوس مصفوفة ۰ ١‏ 





مسائل محلولة 0 


. أثبت أن مصفوفة مربعة 4 من الدرجة # يكون ا معكوس فما إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) غير شاذة‎ - ١ 
 ثيحم‎ © توجد مصفوفتان غير شاذتين 2 و‎ ٠. لنفرض أن 4 غير شاذة . من النظرية 537 من الفصل الحامس‎ 
000 41 0 . د 4 وأن م‎ ٥-١ 0-4 يكون [ - 240 ونجد عندها أن‎ 
لنفرض أن 4-1 موجودة . إن هذا يؤدى إلى أن المصفوفة 1 - 4-1 . 4ر من الرئبة ۸ إذا كانت 4 مصفوفة‎ 
. شاذة فإن رتبة 44-1 ستكون أصغر من 7# أى أن 4 لا مكن أن تكون شاذة‎ 


ICI) —‏ . |3 4|]-4 ... : 3- 4 | ىم. 45-5 هت 
(-١‏ 1 1 | فإن 5 س |4 | ٠‏ 1 | 4ه و 0 ا 4 


nc he RR 


1T 2 3 1‏ 5- 1 7 5~ 1 1 
(ب) إذا كان ,|3 2 1| = 4 فإن 18 = |4)] .|5- 1 7 |=4نهad‏ هو إ|g_‏ 1 7 |1 - i‏ 1 
2 1 3 7 5- |1 7 هم 18 
2 3 24 | 
١ 36 5 2‏ 
١ 45 14 14‏ 
| أ 
j1 23/2 1'1/2000| |1 23/2 1! 1/2000‏ |21000 3 24 : 
2!10100l. |36 5 21 0 100|, |0 0 1/2 -11-3/2 1 0 0‏ 5 36| . زربي 
0 0 1- /5- 1- 1 0| |010 0 31- 2 25 310010- 2 25 
001 2- 101 8 3- 0]| |001 0 14 14 45| |001 1410 14 45 : 
0 2- 0 5/2 ,11 7/2 0 1| |1/2000 '1 23/2 1 
„j0 1 -1 -5' -1 01001 -1 -5/ -1 0 10‏ 
00 2 3~ 2- 1 00| |00 11-3/21- 01/2 0 
1 83 0 5-'5- 5 00| |001 2- !10 8 0-3 


100 181 13 -7 -2 


Oj |100 18! 13 -7 -2 0 
0 1 0 7-4 2 10 

0 

1 


010 7-4 2 1 0 


کچ دنت چوس 


|o01-21-3 2 0 001-21-3 2 0 0 
000 5! 10 -10 3 000 11 2 -2 3/5 5 
1 0 0 0-23 29 -64/5 -5 ) 
„|0 1 0 0| 10 -12 26/5 5 
0010, 1 ~2 6/5 2/5 
0001! 2 ~2 3/5 1/5 | 
-1 
> ]44 [ -23 29 -64/5 -5 
ونحد أخيرا معكوس المصفوفة : 65 26/5 12- 10 | كي‎ 
-2 6/5 2/5 
2 -2 3/5 1/5 
(i) A,B, + ABs, = I (ii) B14, + ييقيووظ‎ - 0 


(i) A,B + A,2Boa = 0 ' (iv) BoA, + Baz4a, = 1 





المفصل السابع : معكوس مصفوفة | ۷ 
بالنسية ل B21 <“ By? < Bı‏ و 222 
oes == 3 -1. SE‏ 7 - ع 
لنفرض غ = Ba,‏ فنجد من العلاقة (11) أن : NA‏ هي = Bo‏ ومن الملاقة (فقة) أن A‏ € - 1و8 
ومن العلاقة (ة) أن Bı A1 - A42821 = Au + (Aa A12 (A214)‏ 
وأخيرا > بالتعويض ف العلاقة (197) ححد : 


0 1 1 41 4 
¢ = ھ4‎ - )4411( 419 3 ~E (4241(4 12 + € A2 = 1 





1 3 2 1 
|2 3 13م ِ 
ه-أوجد ممكوس المصفوفة أو و ي را < “ بطريقة التجزثة 
1 1 1 1 : 
1 3 2 1 
3 4 2 
:]2 وار 8 = ويك 1 1 > 4 , [3] - وو4 
و لکن 
2- 3 1- 3] _ [21]3- 3 1 2- 3 1 
= ت 4 مج أ 1 ع - A4 A114‏ 
o]‏ 2[ 1 8د 2] = 2411 8 8 1 ۴ 11412 1 ۴ 11 
4 ۰ ِ 
2 [3-] 5 | 2[ - 31[ 2 ( 412 ۸4)41 - د۸2 3 ج و [1/3-] E‏ 
وس 
٣ 1‏ چ ۴ - 01 ع 8 + 8 | = Bı = Af + (A1412) (A2414)‏ 
© 
3 3-3 ` 
E 8 -1 4 - ٠‏ 
0l. Bag= ¢ = 8‏ 32 - (ووميوك) © - - 4و8 8 = Bı = (A42)‏ 
ونحد أخيرا : 
3 6- 3 
8 244 1- 
0 3 3ال = | را = € 
0-1 2 و22 21 
0 1 23 1 
(ب) لنجزی ۸ عیث يکود ,[1 1 1] و4 .|2| =4 |33 1| - ,4 ° 422-112١‏ 
١12 4 3 3‏ 
ونحد فى هذه الحالة 
٠‏ 0 5 3 3-6 َ 
A411 = 1 -3 3 0 ٠ 411141 = 1 3 A42414 = 2 -3 2[‏ 
1- 1- 0 2 


) ظ 0 
ظ |4 - |3 |11 11]-11] ع ثم و [3]= ¢ 


-1 











4 الفصل السابع : معكوس مصفوفة 





وينتج عن ذلك أن 
11 127 0 0 0 3 3-6 ° 3 3-6 | 
١ج‏ 2- 1| = آ6 6-9 1 و هال - [2 3- 3|]31:]2 1 3 3ل - 8 
1- 1 0 2- 3 2- 1- 0 2 | 1- ا 
0 
1 
1D 1. 0‏ 
3- 2 2- 1 8 8 8 4 
وأحد أخير ا 1 1-1 0 Ba Ba»‏ 
3 2 3 2- 

3 3 1 
# تاو جد كوس افر 134| = 4 فة اجره 

1 4 3 

. .ىك |13 ر 
لا : مکنا أن ناخد | = 4 لاسها مصفو فة شاذة 
٠‏ المغال 1 3 1.3 0[ 3~ 3- 7 | a‏ 
من المثال ؟ يكون معكوس م |وع 4 1] - 1|4 0 0إ = 4وو# # |م 1 1ı‏ ۾ ې وينتج عن هذا أن 
4 3 1 0 1 0 حم 1ت 
3ت 729 0 0 1 |3- 7-3 | ٌ 
و هد يكعا .ب أنهه]ء]اة 11ه| ٠ه Fl‏ -. +4 
f 0 1 0 -1 1 Of‏ 0 1- ۰ 


وعل ذلك إذا كان المصغر المربع ويك ذو الدرجة (1-#) للمصفوفة غير الشاذة المربعة 4 ذات الدرجة # شاذا 
فإننا نشكل » أولا » مصفوفة غير شاذة مربعة ومن الدرجة (1-#) واقعة فى الزاوية العلوية اليسرى منه لكى. تحصل عل 
المصفوفة 8 ثم نوجد معكوس المصفوفة 8 ومن ثم بإجراء نحويل مناسب على 8-1 تحصل على 4-1 


2 1- 20201 
بوك اح كوس اا ا ا 10 5 سال 

1-1 2 1ك 

Iam 4‏ 
و | ۾ ] » = ب.-|1- 21 ٠‏ 
لننظر أو لا ى المصفوفة ل 4 _ بم والنجز هأ بالشكل : 

0 
ظ 3 9 
[- 21 
جد 3 . [1-]|[ة/1- 3/5 |ر .14 3/5 | كير 
1 و أأورد ورا * 22 'إؤرو ور/1س] ` * 


[2-] 5 اله 1-]-[1] = ( 1412 42)41 - وو غ 








الفصل السابع : معكوس مصفوفة 


Te |] 3/5 -1⁄5| , د‎ 
| |] 1 00 


سايم ايو 
لا 
f‏ 
شسر 
“دان 
een‏ 
سم ي 
جب ! 
عم 
لا 
TAR;‏ 
ما 


1 
[-] وو 8 )2 خ-)] 2 Ba‏ 1 | - ڊ1 B‏ 
E‏ 
FA 5‏ ى 60 
10 ` ۹ 
و 5- 5 5- 
اعتبر الآن المصفوفة م مجزأة كايل : 
2 آي 
A22 = [4]‏ [1- 3- 2] ع يوك 3-] - ديك 2 
1- 
ر 5- 3-5 1 
ا ]5/18[ = & .]18/5[ =& .2/5 | = A1419‏ .|5 3-1 
2 5 5 5- 
1 1 7- 
Ba = [1 -2 10[. 8 = ]5/18[ 2‏ .(2- طلم = 8 .ا5 
10 11 
ويكون أخيرا : 1 باق 2 
2- 5 1- 5 1 يز 
0 11 5 ”7-[(18 202 
5 10 1-2 
مسائل اضافية 
۸ - أو جد المصفوفة المرافقة ومعكوساً لكل من المصفوفات : 
0 0 
ظ 2 ا 4 3 2 123 0 
(1) |2 1 1-| (ب) 431| )>( 45 2| (د) 0 
21 24 6 5 3 
1 3 0 
| |5 1- 3 9 4 10- 2 1-3 
ال حواب : المعكوسات : ١(‏ ) |1- 3 5 اط لب)]|4 يه 15 إل (ج) |1 و وا ( 
5 + 3 1- 6 1 5- 6 ت 


مم ي نت © 
3م يپ ي © 


0 
0 


1/3 


315 


3/5 -5 
Bı = 
1 


2/5) ˆ 


-2/3 0 
1/3 0 


1 
0 
0 0 1/2 -46 
0 


0 0 





الفصل السابع : معكوس مصفوفة 
- أو جد معكوس المصفوفة ( د ) الواردة فى المسألة ۸ كجموع مباشر . 
٠‏ - أوجد معكوس كل من المصفوفات الواردة فى المسألة .م مستعملا طريقة المسألة " . 
١‏ -السؤال السابق نفسه إذا كانت المصفوفات هى : 


1 1 1 1 7 2 4 3 3 2 5 2 3 ا : 4 : 
GI 2 33 4 2 3 3 2 1 2 3-4[ |‏ 
)١(‏ |و و و | 7( CTE 3 632| (7) 573g‏ 
5 4- 3 3 2 3 2 - 
8 8 0 12 4 ا 
4 6- 16 2 21 4- 
الأجوبة : (ا) 1- 30- 41 22 إلى (ب) 5- ر 9 . 
چو . کے ب 
2 30 44 181-10 3- 12- 4- 
1- 6 13- 4 83 12- 12 
لاي 5- 25 15- 20- 
8- 7 18- 11- 
6 3- 7- 1- 
() لو ب اچ (د) ]م 21-9 12 ) 
هو 1-1-1 6 9- 6 12 
1- 1- 868 7- 


؟١‏ -استخدم نتائج المثال ؛ لإيحاد معكوس المصفوفة ( د ) الواردة ف المسألة ( ١١‏ ) بطريقة التجزئة . 


١١‏ - احسب بطريقة التجزئة معكوس كل من المصفوفتين (1)و (ب ) من المسألة ۸ والمصفوفات من )١(‏ إلى 
( + ) من المسألة ١١‏ . 


2 2-1 1 2 2 01 
١‏ - أاحسب بطريقة التجزئة » معكوس كل من المصهوفات المماثلة 0١‏ | 1 ب ب س hE‏ 
, 1 کا 2-2-3 
2 1-1 2 3 3 23 
تات ت 2 وا 
الا e‏ 1 1= 1= 1= 2- 4 4- 3 
a‏ 1 5- 1- 1-|۶ ب - [3 4-5 3- 
3 1ه ا .ا 2- 3 2-2 


انيت ت أنه إذا كانت 4 مصفوفة غير شاذة فإند ۸4€ = 48 يستلزم B— C‏ 


4 
5 - برهن أنه إذا كانت المصفوفتان غير الشاذتين٠‏ ۸4 و8 تبديليتين فإن المصفوفات 4-1)١1١(‏ و8 › 
(ب) ۸4 و 8 . (ج) 4 و ' 8 تكون تبادلية 


A4A*(48B)4^ - 4*84). )1( : إرشاد‎ 


۷ - برهن أنه إذا كانت المصفوفة غير الشاذة 4 ماثلة فإن 4-1 تكون ماثلة أيضا . 
AT SA E A. o‏ 


۸ - برهن أنه إذا كانت المصفوفتان غير الشاذتين الماثلتين 8 و 4 تبادليتين . فإن (!ا) 8 4-1 ٠.‏ 
(ب) A B-1‏ و ( >+( A’ B-1‏ تكون مماثلة . 


KA BY = (BA ^Y = (A YB = 418.  )1( إرشاد‎ 








الفصل السابع : ممكوس مصفوفة 0 وى 





4 - نقول إن المصفوفة 4 ذات الدرجة # ءا 7# لما معكوس من المين 8 فيا إذا كان 4 = 48 كا نقول 
إن ها معكوساً من اليسار © فماإذا كان 7 - 04. 

برهن أنه يكون للمصفوفة 4 معكوس من المين فيا إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) 4 من الرتبة 72 ويكون ها 
معكوس من اليسار وفما إذا كاتت ( وإذا كانت فقط ) من الرتبة 7. 


ْ 3 2 3 1 
ن أو جد معكوساً من الين للمصفوفة | 1 4 1]-4 ؤماإذا كان موجودا . 
4 5 3 1 
ل 1 5 |2 13 0 
إرشاد : إن رتبة 4م تساو 3 وإن المصفوفة الحز ثيه 1[ 4 1 5 غبر شاذة وها معكوس 3-1 إن المعكوس من الهين 
5 3 1 
5- 9- 17 . 
للمصفوفة 4¿ هو المصفوفة أ1 3 1 5 م من الدر جه 3 . 
1 0 33-1 0 ` 
0م 0 0 
3- 3- 71 
. أ = og‏ |3 3 1 يت : ا E‏ 2س f‏ 0 1 1- 
١ع‏ در ن المصفوفة | لبد لالمصفوفة 4 المسالة ° ¢ شاذ اس لل 
۰ رامن لحز 3 4 1 7 ف عير © و ج 0 0 0 
4 3 1 1 0 (+- 
معكوس آخر من المين للمصفوفة 4 . 
١ ١ 7" --1 -1 «a‏ : 
؟؟ ‏ احصل عل 5 0 1 3-] تعكوس من اليسار للمصفوفة 4 3 3 حيث © دشء»6 اختيارية . 
م 1 0 3- 0 0 0 
1 |" 4 3 1 5 
٣٣‏ - برهن أنه ليس للمصفو فة 9 5 4 1 _ م معكوس من ألمين ولا معكوس من اليسار . 
8 5 3 2 
١‏ . 1- 
4؟ - برهن أنه إذا كان 0 عع |41| فان 421411412 - مو4.|* 1و4 | ے 412 411 
A421 A22‏ 








هع -إذا كان 0 عبج |4 + 1| فإن '(4 + [1) و (4 - /) تبديليتان . 


5؟ - برهن العلاقة (1) من المسألة ۲۳ ف الفصل السادس . 








المفصل الكامن 
الحقول ( ات ( 


الحقول العددية ( مجالات الأعداد ): 

إن أى تجمع أو مجموعة 5 من الأعداد الحقيقية أو المر كبة ٠»‏ تحوى الصفر وعناصر أخرى تدعى حقلا عدديا إذا 
كان إجراء عمليات جمع أو طرح أو ضرب أو قسمة ( باستثناء القسمة على الصفر ) أى زوج من الأعداد » يعطى 
أحد أعداد المحموعة 8 . 
امثلة من الحقول العددية : 
)١(‏ مجموعة كل الأعداد الحذرية . 
( ب) مجموعة كل الأعداد الحقيقية 
(ج ) مجموعة كل الأعداد الى من الشكل 3 كيه ظط + 4 حيث © و 6 عددان جذريان . 
( د) مجموعة كل الأعداد المر كبة 8# ل » حيث © و عددان حقيقيان . ' 

أما مجموعة الأعداد الصحيحة ومجموعة الأعداد الى تكتب بالشكل 3 /يد 8 حيث 6 عدد جذرى فليسا حقلين عدديين 
الحقل : 

بصورة عامة يسمى أى تجمع أو مجموعة ' مكونة من عنصرين أو أكثر ومزودة بعمليتين تدعى أو لاها 
جمعا ( + ) وتدعى الثانية مهما ضربا ( . ) »+ إسها حقل / ؤم إذا نحققت الثم وط التالية ( .....,ت© ,6 .© » 
عناصر من ٣‏ أى مقادير عددية ) . ٠‏ 

ج ١‏ : 8+ 4 عنصر وحيد من / 

ج؟:©» + مع 6+ هم 

a + (b +c) = (a+b) + جع:ه»‎ 

a +0 =0 +a = a حمق العلاقة‎ ٣ یو جد لکل عنصر من ۴ عنصر 0 من‎ a 

اج 0 : يو جد لكل عنصر © من ۴ عنصر وحيد ©#- من ك/ يحقق العلاقة 0 - (4-) + © 

ض ١‏ : .© ح 485 عنصر وحيد من / 

ض ١‏ : 856 ح زه 

(ab)c =a (bc) : + ض‎ 

ضن. 4+ یو جد لكل عنصر © من / عنصر وحيد 0 2 ] من / بحقق العلاقة م2 = | .ي 1.a‏ 

ض ه : يوجد لكل عنصر 0 بح © من / » عنصر وحيد 24م فى ۴ نفسها وبحقق العلاقة 1 = ي.' يد٠‏ 4ي 

۰ a(b +c) = ab + ac : ۱ ت‎ 

(a + b)c — ac + be ٽ+:‎ 


بالإضافة إلى حقول الأعداد الواردة أعلاه » يمكن إعطاء أمثلة أخرى من الحقول .: 


Pp 
. (ه) مجموعة خوارج القسمة 2 حیٹ (×) ۶ و (×) @ کرات حدود فى المتغر × وذات معاملات حقيقية‎ 


0 


(و) مجموعة المصفوفات ذات الدرجة 2 ×2 وذات الشكل E eb os ١‏ 








الفصل الثامن : الحقول ( المجالات ) Vr‏ 





(ر) الجموعة الى تتحقق فها العلاقة 40+ يقال عن هذا الحقل إنه ذو ميز يساوى 2 وسنستبعده من الآن فصاعداً . 
فى مثل هذا الحقل نجد » مثلا ء أن برهان الماصية المعروفة الى تقول إن كل محددة نحوى صفين «تطابقين 
تساو الصفر ٠»‏ لا يبى قائما فإذا بادلنا بين الصفين المتطابقين ف المحددة فإننا جد 2 عدج و0 = 22 ولكن 0( 
ليس » بالضرورة » صفرا . 

الحقول الحجزئية : ) 

إذا کانت 5و7 مجموعتين وإذا كان كل عنصر من 5 عنصر من 7 فإننا نقول إن 5 مجموعة جزئية من 7 . 
إذا كان كو2 حقلين وإذا كانت 5 مجموعة جزئية من ”73 فإن 5 تدعى حقلا جزئيا من 7 . فثلا إن حقل الأعداد 
الحقيقية هو حقل جز من حقل الأعداد المر كبة » إن حقل الأعداد الحذرية هو حقل جزئى من حقل كل الأعداد الحقيقية 

ومن حقل كل الأعداد المر كبة . 

المصفوفات المعرفة على حقل : 

إذا افك كز عنامن مصفوفة 4 إلى حقل ۴ فإننا نقول إن « 4 معرفة على 7 » فثلا . 

إن ا تسفوفة ميرف عل بقل عاد ا ر و 4 6 قفاو ف غ ل 
الأعداد المر كبة . إن 4 هنا مصفوفة معرفة على حقل الأعداد الحقبقية بين 8 ليست كذلك وبمكننا ان نعتبر أيضا › 4 معرفة 
على حقل الأعداد المر كبة . | 

لمكن ...,4,8.0 مصفوفات معرفة على نفس الحقل/ ولنفرض أن 6 أصغر حقل بحوى كل عناصر هذه المصفوفات . 
أى أنه لو فرضنا أن كل هذه العناصر أعداد جذرية فإن الحقل م يكون حقل الأعداد الحذرية وليس حقل الأعداد 
الحقيقية ولا حقل الأعداد المر كبة . لو تفحصنا مختلف العمليات الى تعرف على هذه المصفوفات منفردة أو مجتمعة والواردة 

فى الفصول السابقة » لوجدنا أننا لا نحتاج لأى عناصر غير منتمية إلى ۴ مثال ذلك : 

إن مجموع وحاصل ضرب مصفوفات معرفة على 4 هى مصفوفات معرفة على / . 
إذا كانت 4 غير شاذة فإن معكوسها معرف على # . 
إذا كان #محم 4 ٠‏ فإنه توجد مصفوفتان 6 و () معرفتان على ۴ عيث يكون 1 - 240 و 1 مصفوفة معر فة على ۴ 
إذا كانت 4 مصفوفة معرفة على حقل الأعداد الحذرية وكانت رتبتها حم فإن رتبها لا تتفير فيا إذا اعتبرت 
معرفة على حقل الأعداد اطقيقية أو حقل الأعداد المر كبة . 
ستعتير بعدما تقدم وعندما نقول إن المصفوفة 4 معرفة على / أن / أصغر حقل يحوى عناصر 4 . 
سيكون من الضرورى ق الفصول القادمة وضمن يعض الحالات . أن نقصر الحقل على حقل الأعداد الحقيقية . وق 
حالاث أخرى سيحدد حقل عناصر المصفوفات مثلا من حقل الأعداد الحذرية إلى حقل الأعداد الحقيقية . وق بعض الأحيان 
لا تؤدى العبارة « 4 معر فة على #ء إلى أى قصر على الحقل باستثناء الحقل المستبعد ذى المميز المساوى 2 . 
مسائل محلولة 
-١‏ برهن أن مجموعة كل الأعداد المر كبة تكون حقلا . 
بمكننا التحقق من ذلك مراجعة الحواص ج ١‏ - جه . ص | - ض هم ءات و سات8 . إن العنصر المعدوم ( ج 4 ) 
هو الصفر وعنصر الوحدة ( ض 4م) هو الواحد . إذا کان اظ + ي و اظ + »© عنصر ين من المحموعة المفروضة فإن سالب 
(ج ٩‏ ) لدد اظ + ۾ هو اط - ۾ - وإن حاص لالضر ب (ض,) هو (6 + 4هه) + ( 84 + (a ¥ bi) (e+di)=(ac‏ 
و إن المىكوس ( ض ه٠‏ ) للعدد 0 ع الك + 4هو : 


1 4 — bi a _ bi 








إن التحقق من حة بقية الحخواص ور وك كمرين. العارى : 











ئ 4 ْ الفصل الثامن : الحقول ( المجالات ) 
ظ مسائل اضافية 
٢‏ - تحقق من أن (! ) مجموعة كل الأعداد الحقيقية ذات الشكل 5 ۷ ظط + ۾ حيثٹ ي و 60 عدادان جذريان و ظ 
(ب)مجموعة كل خوارج اقسا ی چ حیٹ(×) ۲و (×)0 كثيرا حدود ف المتغير د معاملاتها أعداد حقيقية » تكونان حقلين , 


م برهن أن )١(‏ مجموعة كل الأعداد الحذرية 
(ب) جموعه كل الأعداد ذات الشكل 3 a+b Vv‏ حيث 6 و 0 عددان حدريان و 
١ج(‏ مجموعة كل الأعداد ذات الشكل a + bi‏ حيث 0 و عددان حذر يان ¢ هى حول ب لا 





۽ - برهن ان مجموعة كلالمصفوفات ذات الدر جة 2 ×2 والشكل | ١‏ حيث © و8 عددان جذريان» تكون حقلا 
4 


fe aS e e °‏ . 1 مس ١ 1 Q@‏ ع “ا وه 

برهن أن هذا هو حمّل جزف من حقل المصفوفات ذات الدرجة 2-2 والشحر 1 :1 حيث @ و 6 عددأن حمَيميان 
ه-لاذا لا مكن اعتبان موعة كل المسفوفات:ذات الدرجة 2 29 والى تكون. عاضرها. أعداد حقيقية ٠‏ حقلا ؟ 
5 إذا حققت مموعة ۸ عناصرها d, D,C,...‏ ل ل ا O‏ ل ا ل 

ض م .ءات ١‏ » ت ١‏ ) الواردة سابقا فإمهبا تدعى حلقة ولكى ركه عل أن و ا 

غير تبديل فإننا نصف هذه الحلقة بأنها غير تبديلية وعندما تحقق الحلقة ۸ الخاصية ض ۲ فإنها توصف بكوما 

تبديلية وإذا حققت الحلقة م الحاصية ض 4 فإببا تدعى حلقة ذات عنصر وحده 

محقق مما يل : 

. أن مجموعة الأعداد الصحيحة الزوجية .....4 + ,2 + ,0 هى مثال لحلقة تبديلية لا تحوى عنصر الوحدة‎ )١( 


(ب) أن مجموعة كل الأعداد الصحيحة ....3 + ,2 + .1 + ,0هى مثال لحلقة تبديلية ذات عنصر الوحدة . 
(ج) أن مجموعة كل المصفوفات ذات الدرجة # والمعرفة على / مثال لحلقة غير تبديلية ذات عنصر الوحدة . 
( د) إن مجموعة كل المصفوفاتذات الدرجة 2 × 2 والشكر 0 ]| سيت ۾ و 6 عددان حقيقيان هىمثال لحلقة تبديلية 
a‏ : 
ذات عنصر وحدة., 
7 - هل ممكن نحويل المحموعة )١(‏ الواردة ى المسألة الى حلقة تبديلية ذات عنصر وحدة وذلك بإضافة العنصرين 1 + 


م- استنادا إلى المسألة ع تكون المحموعة ( د) الواردة فى المسألة + حقلا . هل كل حقل حلقة ؟ هل كل حلقة 
تبديلية ذات عنصر وحدة حمل ؟ 5 
٩‏ - صف حلقة كل المصفوفات ذات الدرجة 2 2 والشكل 1 8 حيث © و ظط عنصران من 2. إذا كانت 4 مصفوفة 


ما من هذه الحلقة وكان - 6 فير هن أن 4 = 4ا تسمى ى عنصر وحدة من ‌اليسار . هل يوجد عنصر وحدة من المين؟ 
1 


ها 


| حيث ۷ ,14 ,4 ,م أعداد 


v 


ا ليكن © حقل الأعداد المر كبة qi‏ 35 مو 16 حقل المصفوفات ذات ت الدرحة والشكل 9 
6- 6 

حقيقية . لنعتير العددالم ركب 8ط-! © والمصفوفة : : كعنصر ين متناظر ين منهاتين ال#موعتين ولنسم كلا مهماخيالا للآخر . 

(1) اكتب خیال كل من : .5 ,21 +3 3" ا 0 ا 

3 2 4 0 


(ب) برهن أن خيال مجموع ( حاصل ضر ب ) عنصرين من 4 هو مجموع ( حاصل ضرب ) خيالہمامن € 
( ج) برهن أن خيال عنصر الوحدة من عنصر الوحدة من © 
(3 )ما هو خمال: المرافق العدد اط ن..و م 


(ه)ما هو ميال لمعكوس المصفوفة 5 ر 


6 a 
. إن هذا مثال لتشا كل ( الايزو مور فيزم ) دين مجموعتين‎ 











الفصل التاسع 
الارتباط الخطى للمتجهات والصيغ 


الزوج المرتب : 
يستعمل الزوج المرتب من الأعداد الحقيقية ( د×ور× ) للتعبير عن نقطة ل فى مستوى وسنستعمل هنا ء هذا الزوج 
ا مرتب نفسه ونكتبه بالشكل [ودوء*] للدلالة على المتجه ذى البعدين 0 ( انظر الشكل و - ١‏ ) 


x2 Xs(%1 + X<21. 12 * <22) 






2511+ 1 


شكل ٩‏ - ۱ ) شکل ۲-۹ 





إذا كان [ يحور ر×] = ,× و [دد×ورد×] = رر متجهين محتلفين فإن مجموعهما الذى يتعين بحسب قانون متوازى الأضلاع 


( انظر الشکل ۲-۹ ) يكون : 


[ و22 + ينه XK + XK = [xy + xo,‏ = وى 
وإذا عاملنا ر , ر كصفوفتين من الدرجة 2 × 1 فإننا نلاحظ أن ما سبق مئل فاعدة جمع المصفوفات الواردة ف 
ام بو | 3 kX,‏ 
هو حاصل الضر ب المعتاد للمتجهات بعدد فى عل الفيز ياء . 


المتجهمات : 
نعبى ممتجه ذى ۸ بعداعلل ۴ » مجموعة مرتبة مكونة من 7 عنصرا ,امن م ء مثل : 
(9.1) لوق i rt‏ ج X‏ 
تسمى العناصر و×.... 2× و × على الر تيب من الشمال لليمين المركبة الأولى » الثانية .. للمتجه كر . 
سعرى فا بعد أنه من الأفضل أن ذكتب مركبات متجه على صورة عمود » مثل : 


0.1 


X = LAR “بن‎ = 









۷ الفصل التاسع : الارتباط الخطى للمتجهات والصيغ 


ومع أن كلا من (9.17(,)9.1) تعبر عن نفس المتجه إلا أنناسنقول »عن (9.1) إنهمتجه صفا وعن(9.17) إنهمتجه عمودى »و بمكننا 
عندئ أن نعتبر المصفوفة 4 ذات الدرجة يكام كتعبير عن م متجها صفا ( عناصر أى صف من صفوفها مر كبات 
متجه ذى © بعدا ) أو كتعبير عن © متجها عمودا . ظ 

يسمى المتجه الذى يكون كل عنصر من عناصره صفرا ٠‏ بالمتجه الصفرى ١‏ ويرمز له بالرمز © . 

إن مجموع و حاصل طرح متجهين صفين ( عمودين ) وحاصل ضر ب عدد بمتجه تخضع ماما لقواعد هذه العمليات فى المصفوفات . 

: ١ مثال‎ 

' اعتير المتجهات ذات الأبعاد الثلاثة . 
Xg = [0.-4.1].‏ [3-.822]2.2 ,[4-.3.1] مرا و [4.6-,4-] ديلا 

تحقق العلاقات التالية 
010 
(ب) 


[8.7-.4-] ء [15-.10.10]-[8-.6.2] - [3-.5]2.2 - [4-.2]3.1 - ولآ5 - 2X,‏ 

0 > [0.0.0] - [4.6-.4-] + [3-.2]2.2 - ولا + و21 
(+) 4-2-0( سدى )3 ب 20 
(د) Kare EE‏ 


إن المتجهات المستعملة هنا هى متجهات صفوف ومن اللسبل أن نلاحظ أنه لو مثل كل قوس من الأقواس السابقة 
متجها عمودا ٠‏ فإن النتائج السابقة تبى صميحة . 


الارتباط الخطى للمتحهات : 
إن مجموعة المتجهات والى عددها ” ذات ال مر كبة المعرفة على / 


-- 
هر‎ 
١ 


لمو او بم La‏ 


86 2 [ x21, X22, و‎ xen] )9.2( 


Xn = [xg p2, nn] 
: تسمى مر تبطة خطياً على 7 فما إذا وجد ۳ عنصرا و۸ ..... د ۸,۸ بن ۴ ليست كلها أصفارا و تحقق العلاقة‎ 
kX, + kkg + ‘. + kan = 0 . )9.3( 
. أما إذا لم يتحقق 9.3 فإنه يقال بأن مجموعة المتجهات مستقلة خطيا‎ 
: مثال ؟‎ 
من (ب) يتضحأن المتجهين رل , ور مرتبطبن خطيا وكذلك المتجهات‎ . ١ اعتبر المتجهات الأربعة الواردة لى الال‎ 
ال » د و و مرتبطة خطيا كا يتضج من (ج) وأن ألمحموعة كلها مرتبطة خطيا كا هو واضح من (د)‎ 
ومن جهة ثانية نحد أن المتجهين ,7 و ول مستقلان خطيا إذ أنه لو فرضنا العكس لوجب أن يكون‎ 
kX + kag = [3k + kp. k + ع [هوكة -يك4- و26‎ [0.0.0] 
AK ky rO gk يهابة كد‎ SV E hk = O ا‎ 
ينتج عن العلاقتين الأوليتين أن 0 = ,م ثم نجد أن 0 = رم‎ 
. بعدا‎ ١ أى متجه ل ذا ۸ مر كبة ( بدا ) مرتبط خطيا مع المتجه الصفرى ذى‎ 
نقول عن المتجه , + م إنه قابلللتمثيل كائتلاف خطى للمتجهات ور ,....,و× , و فا إذا و جدت عناصر م /,... ,2 ووم‎ 
: من م محيث يتحقق‎ 
XK, = kK, + kkg + ° + kahn. 








الفصل التاسع : الارتباط الخطى للمتجهات والصيغ باب 








نظريات اساسدة : 
ى (9.3) إذا كان 0 كح kK;‏ فإنه ممكن الحل بالنسبة ل 


: 
X; i E “+ kj Kj, + ki Xi, 1 + ... + لي‎ | 


X; سے‎ s1, +4 o. + ع + و‎ 4 ane + Sn XK (9.4 


وعلى ذلك 

[. إذا كان هناك 7# متجها مرتبطة خطيا فإنه ممكن داهما التعبير عن أحدها كائتلاف ( تركيب ) خطى من 
المتجهات الأخرى . 

1. إذا كانت 7# متجها ,ررلا,..., ولاورل مستقلة خطا بيا تكون المجموعة ٠‏ الى نحصل علها » بإضافة متجه آخر 
۽ و إلى المجموعة السابقة ٠‏ مر تبطة خطيا . فإنه مكن التعبير عن : .ب بيرلا بائتلاف خطى المتجهات ورو..ود و . 

مضال ؟ | 1 

من المثال ۲ يتضح أن المتجهين ر رور مستقلان خطا بيا 226361ووك2 مر تبطة خطيا وهى تحقق العلاقة 
0 - و ر3¥- 2¥ ومن الواضح أن : ر× 3 س به 2 = وك . 

1 إذا وجد بين أل ۸ متجهارر.... ,ولو ا مجموعة جز ية مكونة من <٣‏ متجها مرتبطة خطيا » فإن المجموعة كاملة تكون 
مرتبطة خطيا . 

مثال 5 : 


ينتج من (ب) من المثال ١‏ أن المتجهين ولرووك مر تبطان خطيا وينتج عن ( د ) أن مجموعة المتجهات الأربعة 


مر تبطة خطيا . انظر اال ١‏ 
1۷. إذا كانت رتبة المصفوفة ۸4 حيث 
X12 X1"‏ 11 
i o HES a Ke ۰‏ 
)9.5( 70 
2 ل و2 


المصاحبة للمتجهات ( 9.2 ) الى عددها #/ مساوية م < 74 . فإنه يوجد على ألضبط ١‏ متجها . من هذه المجموعة . مستملة 

خطيا ٠‏ ويمكن تمثيل كل متجه من المتجهات المتبقية والى عددها )7-٣(‏ بالتلاف خطى للمتجهات ١‏ المذكورة . 
انظر المسألتين 7-7 

لا. إن الشرط اللازم والكاق لكى تكون المتجهات ( 9.2 ) مرتبطة خطيا هو أن تكون رتبة مصفوفة المتجهات ( 9.5 ) هى/<1/ 
إذا كانت الرتبة تساوى 77 فإن المتجهات المذ كورة تكون مستقلة خخطيا . 

إن مجموعة المتجهات (9.2) مرتبطة خطبا » بالضرورة ٠‏ ف الحالة الى يكون فأ 1>7 . 

إذا كانت مجموعة المتجهات (9.2) مستقلة خطيا فإن كل مجموعة جزئية مها تكون كذلك . 
الصيفة ( الصورة ) الخطية : 

إن الصيغة الحطية على لم ف ۸ متغير بر...., وير هوا كشير حدود من النوع 


4° 


GX: MR. AE ORNS BE TE E OG 1 )9.6( 


حيث معامللات كثيرة الحدود عناصر من .F‏ 





ل تتت 


ذل ھم س س ا ر ا اج 


۷۸ الفصل التاسع : الارتباط الخطى للمتجهات والصيغ . 


f 2 a1X + ج2ور©‎ + ٠.060 + سد بده‎ 
1 ج‎ dX + dog + °° + Qop 
O a (9.7) 
- dnX + @pgt + °°° + danîn 
وا لمصفوفة المصاحية‎ 
d1 و2‎ d1n ١ 
d21 و0‎ don 
4 3 
وس . وسرة‎ Cnn 


إذا وجدت عناصر مثل , ,نظ .... .ا ,لم من م و ليست کلھا آصفارا عحیٹ یکو ن 
kafa + ... + kay = 0‏ + 0 


فإننا نصف الصيغ (9.7) بأنها مرتبطة خطيا وإذا لم تحقق هذه الشروط فإنها تكون مستقلة خطيا . أى أن الار تباط الحطى 
أو الاستقلال الحطى للصيغ (9.7) يكاق” الارتباط الحخطى أو الاستقلال الخطى لمتجهات صفوف 4 . 


مثال ه : : 
إن لصم و<: + 2x - xo + 3X4, f = x4 + 2x + 4x3. fa = 4x1 - xo‏ ت f1‏ مر نبطة خطيا لأن ر تبة المصفوفة 
3 2-1 
A= Û1 2 4‏ تساوى 2 وى هذه الحالة ‏ .0 - و/ - 2/2 - 3/6 
1 71- 4 


إن المحموعة (9.7) مر تبطة خطيا بالضرورة › فما إذا كان ر > ۸ لاذا؟ 
مسائل محلولة 

08 Ae برهن أنه إذا و جد من بين المتجهات بر ...2 والىعددها 7 متحهأ جموعة جزئية ولتكن ا‎ --١ 
. م < 77 مر تبطة خطيا فإن مجموعة ال 7# متجها تكون هر تبطة خطيا‎ 

ما أننا فرضنا أن 0 = لامك + ... + ورم + بر تتحقق لبعض قيم 6 الغير متلاشية فإنه يكون : 

kX + kkg + ‘< + kyky + O‘Kyyg + © + O°, = 0 

حيث لا تنعدم كل العاملات ‏ وهذايعى أن مجموعة المتجهات كلها مر تبطة خطيا . 

؟ -أثيت أنه إذا كانت رتبة مصفوفة مصاحبة لنمجموعة متجهات عددها مذات 4م بعدأ » هى م حيث ‏ >< 8 
فإنه يوجد على الضبط فى هذه المحموعة م متجها مدتقلة خطيا وأنه يممكن التعبير عن ال (-58) متجها الباقية بيتراكيب 
( ائتلاف ) خطية لمحموعة ال # متجهاالمذكورة. 

لتكن ( 9.5 ) المصفوفة المصاحبة ولنفرضص أولا أن 8 <# إذا كان المصغر ذو الدرجة ١‏ والواقع فى الزاوية العليا 
واليسرى من المصفوفة المذكورة »> مساويا الصفر » فإننا نبادل الصفوف فيا بينها والأعدة حى نضع فى هذا المكان 
مصغرأ غير متلاش من الدرجة + ثم نرقم كل الأسطر والأعمدة بالير تيب الطبيعى . فنجد 


24114 214 TY Xr 


X241 ص‎ 2 Xar 








الفصل التاسع : الارتباط الخطى للمتجهات والصيغ ۸ 
لمن الل ا ا ار ا ب 


اعتير الآن مصغرا من الدرجة (1-+-”) فنجد : 


211: 212... RIF Fg 
و : بعاد افو اقرع‎ x20 

۷ = f Sendo e 2 0 
Xr Xra E 


x1 p2 و‎ DF 20 


حيث العناصر XpjXiq‏ . هى عل الر تيب من أى صف أو أى عمود غير واقعين فى ى لتكن kr = A‏ و6 
هى المعاملات المرافقة الخاصة بالعناصر وؤ .وم*.... .وج* .210 المكونة للعمود الأخير من 7 لذلك من( 10 - 3 ): 


kyxri + kri = 0 ETRA‏ + “° + ؤودوط + :درط 

kıx1q + kaxaq + *** + krxrq + kruxpg = ¥ = 0 كذاك من الفر ضر‎ 

والآن لنغير . العمود الأخبر من 9 بعمود آخر من الأعمدة الباقية وليكن العمود ذا الرقم ب الذى لا يظهر 
ى 4 إن المعاملات المرافقة لعناص هذا العمود هى المعاملات المرافقة ۸ الى ذ كرناها سالفا .هذا : 





krxry + 2020 = 0‏ يه ا... اله kX + kox oy‏ 
لدلك 1 
(t 1.2.....2(‏ ۰ 0 - غ 12 برعا + krx<rt‏ +4ا... اللي + و عثر :أ + +21 رع 
97 


و بالتجميم على جميم قيم / فإننا جد : 

EN LEE CEE مق‎ 4 ) 

ونا أذ is aA‏ ت ركيب خطیل ٣‏ متجها رل,.. رر المتقلة خطيا . ولكن وکر هو أى متجه 
من ال (۴-) متحي :ا .... وب .ور أى أنه مكن التعبير عن كل متجه من هذه المتجهات بير كيب خطى المتجهات 

1 E 

أما فى حالة >۸ اعتر المصفوفة عندما نضيف لكل متجه من المتجهات ال ” عددا إضافيا من المر كبات المتلاشية 
(الأصفار ) عددها ##بم ولبْر مز “ذه المصفوفة بالشكل [0 : 4 ]. إن من الواضح أن الار تباط الحطى والاستقلال 
الحطى للمتجهات ورتبة المطنموفة ‏ 4 لم تتغير 

وهكذا نكون قد برهن فى أى من الالتين أن المتجهات ‏ ,م..... ,× تراكيب خطية المتجهات 

. المسعقلة خطيا‎ ١ ٠٠. .1 


- 


اال عقوف أن ك من دوعق النجهات: الثلائية 





Xı = [2.3,1,-1] % =[1.2,-3,4[‏ 
X» = [3.-1.2,1[ (1)‏ و (ب) As S|‏ 
[7-,5,8-,1] د و2 []3- ,6,2 ,4[ = Xa‏ 
مر تبطة خطياً. فى كزمنبا عين مجموعة جزئية عظمىمنالمتجهات المستقلة خطياً وعبر عنالأشكال الباقية بير اكيب خطية للأول.. 
¢4 3~ 2 1 : | 
)١(‏ إنالمصفوفة |1 2 1- 3| ذات رتبة مساوية 2 أى أنه يوجد متجهان مستقلان خطيا و ليكو نا لور ٠‏ إن المصغر 
7- 8 1-5 ) 
2-3 1 
.£40 / اعتر المصغر |2 1- 3| فنجد أن المعاملات المرافقة لعناصر العمود الأخير هى على الثر تيب 
1- 3 
8 5~ 1 


من الشمال لليمين 7- .14,7 -- فيكون إذن ۳ 








۷۸ الفصل التاسع : الارتباط الخطى للمتجهات والصيغ ‏ 


e 


f = QMX + Mog + °“ + amr 
ودږږه + وريه < ر‎ + ۰٠۰ + ويه‎ 
E O )9.7( 
n = @nqX + وريه + °° + وملدويسبةك‎ 
والمصفوفة المصاحبة‎ 
d1 o din 
d21 Qo? don 
4 
dn dno بج‎ 


إذا وجدت عناصر هثل , ا .... ,ر من / و ليست كلها أصفارا عيث يكون 
kl & 0Û‏ جوزي عا موا د وار 
فإننا نصف الصيغ (9.7) اا مرتبطة خطيا وإذا م تحقق هذه الشروط فإنها تكون مستقلة خطيا . أى أن الارتباط الحلى 
أو الاستقلال الحطى للصيغ (9.7) يكاق” الارتباط الخطى أو الاستقلال الحطى لمتجهات صفوف 4 . 


مثال ه : ٠‏ 
إن الصيغ x4‏ + ود" - 4:1 2 f‏ .م4 + وع2ة + 1ع 0-7 2x1 — xo + 3X4. fa‏ = 11 مر تبطة خطيا لأن رتية | ٠‏ فة 


3 2-1 
A= Û1 2 4‏ تساوى 2 وفى هذه الحالة 2 .0 ع و/ - 2/2 - 3f,‏ 
1 7- 4 


إن المجموعة (9.7) مر تبطة خطيا بالضرورة »ء فماإذا كان ص > ۸ لماذا ؟ 
مسائل محلولة 

أس برهن أنه إذا و جد من بين المتجهات وبر . ...2.1 والىعددها 7 متحها جموعة حزلية و لتكن ما وك O‏ جر 
م < 70 مراتبطة خطيا فإن مجموعة ال 78# متجها تكون مر تبطة خطيا . 

مما أننا فرضنا أن 0 - لاك + ... + ورم + ريرم تتحقق لبعض قم K‏ الغير متلاشية فإنه يكون : 

kX + kaXa + o + ky, + 0*X,+4 + oo + 0 * Xn = 0 

حيث لا تنعدم كل المعاملات ۸ وهذايعى أن مجموعة المتجهات كلها مر تبطة خطيا . 

؟ - أثيت أنه إذا كانت رتبة مصفوفة مصاحبة محموعة متجهات عددها 1 ذات ۸ بعدا » هى م حيث م < 78 
فانه يوجد على الضبط نى هذه المحموعة م متجها مدتقلة خطيا وأنه يمكن .التعبير عن ال (#-78) متجها الباقية بترا كيب 
( اتتلاف ) خطية جموعة ال م متجها المذكورة. 

لتكن ( 9.5 ) المصفوفة المصاحبة ولنفرض أولا أن م <م إذا كان المصغر ذو الدرجة م والواقع ى الزاوية العليا 
واليسرى من المصفوفة المذكورة » مساويا الصفر » فإننا نبادل الصفوف فيا بيما والأعءدة حى نضح فى هذا اکان 
مصغر ا غير متلاش من الدر جة م تم نرقم كل الأسطر والأعمدة بار تيب الطبيعى 0 فللجد 


2611 212 ا‎ X1r 


۸ X21 X22 .... Xor 


هه هثج »0ن 6+ ب دن 689266 ههه 








الفصل التاسع : الارتباط الخطى للمتجهات والصيغ ۸ 
لفطب اا ا ري ا ا ا ا عن 





اعتبر الآن مصغرا من الدرجة (1--”) فنجد : 


2511 *12 7-0 
X21 *22 xar x20 

7 ات‎ O ب‎ 0 
Xr Xra xrr xrg 


xp Xp2 ... Xpr Xp 


ع العناصر وروا ّ هى عل الر رت من أو صب أو أى عمود غير و اقعين فى 4 لتكن Rk = A‏ ,ود 
هى المعاملات المرافقة الخاصة بالعناصر .وو .وم*.... .و* .10 المكونة للعمود الأخير من ؟ لذلك من( 10 - 3 ): 
لاب 1 115 0 ع krxrij + kryqtpi‏ + *** + هوبدوط + 11ترط 
كذلك من الفر ض 0م = ¥ - و2 يسع + kıx1q + kaxag + ٠٠0 + krxrq‏ 


والآن لنغير . العمود الأخير من. بعمود آخر من الأعمدة الباقية وليكن العمود ذا الرقم *« الذى لا يظهر 
ى 4 إن المعاملات المرافقة لعناص_ هذا العمود هى المعاملات المرافقة ۸ الى ذ كرناها سالفا .هذا : 


kX + kox oy 4 روس عة سوه 4 ...هه‎ + kr1 huy > 0 
٠ لذلك‎ 
1ع‎ + kat +4 «e. 4 krxrt + krx1Xpt - 0 ْ (t ج‎ 1.2. 7) 


و بالتجميع على جميع قي ۲ فإنناتحد : 

E LEC Cs انما بل‎ 3 krıap = 0 ` 

وما أن .0 + ۸ د دمم دنول ترکیب خطیل م متجها ...ر ,ر المحقلة خطا . ولكن ول هو أى متجه 
من ال (۳-/) ستحه ١:‏ .... .رب .ور أى أنه بمكن التعبير عن كل متجه من هذه المتجهات بير كيب خطى للمتجهات 
nl.‏ 

أما فى حالة >۸ اعتر المصفوفة عندما نضيف لكل متجه من المتجهات ال ” عددا إضافيا من المر كبات المتلاشية 
(الأصفار ) عددها دم ولبرمز ةه المصفوفة بالشكل [0 : 4 ]. إن من الواضح أن الارتباط الحطى والاستقلال 
الحطى للمتجهات وربة المصفوفة 4 ) تتغير 

وهكذا نكون قد برهن فى أى من الالتين أن للمتجهات ۾*... .× تاكيب خطية المتجهات 

E ORE e E 

؟ - برهن باستمال مصفوفة ٠‏ أن كلا من مجوعى المنجهات الثلاثية 





DE] Xı = [1.2,-3,4] 


X= ]2,3,1,-2[]  )ب( و‎ X= [3.-1.2.1] )1( 
ول‎ - ]4,6,2,-3([ X4 = [1,-5,8,-7[ 


مرتبطة خطياً. ى كل مها عين مجموعة جزائية عظمىمنالمتجهات المستقلة خطياً و عبر عن‌الأشكال الباقية بعر اكيب خطية للأول. 


4- 2 ا : 
(1 ) إن المصفوفة |1 2 1- 3|ذات رتبة مساوية 2 أى أنه يوجد متجهان مستقلان خطيا و ليكونا ,و ٠‏ إن المصغر 
ئ FA‏ 8م 1 
1 8 2 1 
هم اعتير المصغر |2 1- 3| فنتجد أن المعاملات المرافقة لعناصر العمود الأخير هى على الثر تيب 
ا ش 
8 1-5 


من الشمال لليمين 7- ,14,7 -- فيكون إذن 





اش ا فا ل تق ج ن ووم ج 








A.‏ الفصل التاسع : الإرتباط الخطى للمتجهات والصيغ 
1-1 5:3 
(ب ) إن رتبة المصفوفة وف 3 كاري 2 أى أنه بوستدتحياة دات ا لک ر و و عدن 
:2-3 46 
mH 13‏ 
3 2 ؛' ٠‏ 2.1 
المصغر :0 > 3 لسادل بين مو ضعي العمو دين ألثاى و الر أبه فنحد |3 21- 2| < 0| 
ت 2 
| ) 6 2 4-3 
1 
أن المعاملات المرافقة لعناصر العمود الأخير ىو |1 2- 2| عى عن الترتيب من الثال إلى المين 2.2-2 فيكون 
8 
0 2104 5و 20340 , le ® EE‏ 


4 - لمكن ,(2)3,1,2 ,(2)1,2,3 ,(2)1,1,1 + (2)2.3,4 فاط من الفراغ العادى. نحدد النقطتان 


= يرك د«‎ +2 = 0 (i) 


م مم نم ي 
ہا سم ټم © 
بم هم وبع O‏ 
مسر هر يمر هو 


لنعوض ى الطرف الأيسر من العلاقة (1) باحداثيات النقطة ,۶ فنجد 


0 4 3 2 1 4 3 2 
4 3 2 
0 1 1 1 1 1 1 1 
0 = 1 1 1 3 = 
0 3 2 1 01 243 .1 
3 2 1 
1 0 0 0 1 0 0 0 
4 3 2 
أى أن ,ل واقعة فى المستوى © إن هذا يمنى أن |1 1 11-[2.22.] 'نزالرتبة 2 لقد تبينا أن ثلاثة نقاط دن 
3 2 1 


الفراغ العادى تع فى مستوى مر بنقطة الأصل فما إذا كانت مصفوفة أحداثياما مع الر تبة الثانية . 
و ك ما 


مسائل اضافية 

ه - برهن أنه إذا كانت ال 74 متجها برل .... وو × مستقلة خطيا بيا تكون المحموعة » الى تنتج عن هذه 
المتجهات ٠»‏ بإضافة متجه آخر , + مس مر تبطة خطيا فإنه ممكن التعبير عن ا + ,2 بير كيب خطی للمتجھات رکو 2 

. برهن أن تمثيل , + بر الوارد ف المسألة ه هو تمشيل وحيد‎ - ٩ 

إرشاد : افرضص 2 = عر = وبيولا ثم اعتبر kisi) X;‏ 

۷ - برهن أن الشرط اللازم والكاق لكى تكون المتجهات (9.2) مرتبطة خطيا هو أن يكون لمصفوفة هذه المتجهات 

(9.5) رتبه ا حيث ۸<۳ . ) 

إرشاد : نفرض أن ال ™ متجها مرتبطة خطيا وأن (9.4) محققة. ى (9.5) لنطرح من الصف ذى الرقم / 
حاصل ضر ب الصف الأول فى .ى وحاصل ضرب الصف الثاني فى وك.... كا هو موضح فى (9.4) 

ن اتل الفكين أنظر المسالة م 

بم - افحص كل واحدة من مجموعات المتجهات التالية المعرفة على حقل الأعداد الحقيقية وذلك من حيث الارتباط . 
والاستقلال الحطيين . وانتخب فى كل واحدة من ال حموعات المر تبطة خطيا مجموعة جزئية عظمى من المتجهات المستقلة خطيا ومثل 
كل واحد من المتجهات الباقية بت ركيب خطى المتجهات المستقلة خطيا . ۰ 


E e E 





1 
1 
) 








1 فين 7 La bir ahi OTT‏ بوا 5 1 53 1 5 5 
ل 
. 2 
ل ل يان 0 
ال#اضومر کی تمھ ج ,د رد ر تلدأ ةلافس ہمہ ہے ےل ا سے مد اھ قاق رد مايه رب زپ ہے ہے د اعا لاا ار رہ ام یھ ھا 








الفصل التاسع : الارتباط الخطى للمتجهات والصيغ ۸۱ 


[1.3.2-.2] - ع [1.2.1] - 5م [1-.2.1.3.2] ع يلر 

. يلا‎ - ]4:2.1.-2.3[ X2 = [2.1.4] Xx» = [1.3.42] 
Xg = [0.0.5.6.-5] Xa = [4.5.6] و8‎ - ]3.-5.2.2( 39 
X4 = [6.3.-1,-6.7[ Xa = ]1.8,-3( 


الأجوية )١(١‏ ااي الوح لا (ب) و3 +2381 - و3 (ے) وك - 2۸ = 4× 
2X2 - X1 Xa = 5X, - 2X‏ خو 


و - لماذا لايوجد أكثر من # متجها مستقلة خطيا فى يجموعة المتجهات ذات « مركبة على ۴ ؟ 

2-4 يرهق أنه إذا كان فى (2.9) أما . زک = أو رلا 4 حبرلا حيث © من لم فإن مجموعة المتجهات تكون 
٠ر‏ تبطة خطيا . هل العكس ححيح ؟ 

0 برهن أن أى متجه 2 ذى / مركبة مرقبط خطيا مع المتجه الصفرىذى ! # مركبة : أى أنه بمكن اعتبار × و‎ - ١١ 

إرشاد : اعتير الملاقة ‏ 0 - +k2٠0‏ يم حيث 6-20 و 0 كب رم 


١( - ۲‏ ) يرهن أن : ,[1-1 .]=× X= ]1.1+i.i[.‏ و [1+2.1-4.2-4] - و . تبعلة 


خطيا على حقل الأعداد الحذرية و بالتالى على حقل الأعداد الم ركبة . 
(ب) برهن أن [1-4.غه.غم] دو [1.1+2.1] دو ر [:-0,1-2.2] - ول ستقلة 
ا عل ر ااا اي ورت فز ر اعد اك . 
١+‏ - افحص الار تباط والاستقلال الحطيين للصور الحطية : 


2x4 fh = 3x ¬ x< + 2x3 + *4‏ ¬ و×4 + ×3 - 221 ± ړا 
(ا ( 2x1 + 3x — xq + 2x4‏ و4 (ب) 5x4‏ + و22 - f = 3x + 2x9‏ 
1 4 هم 9x» + 8x4‏ مت 534 ت 5 Xo + 2x4 + X4‏ ج fa = 0X1‏ 
1 احواب (1) 0 = وf‏ - ر2 - 3 
E 4 ٤ 1‏ 
Pj = ajo + ai1 E E FOI En 1‏ حي 1,2,...,m)‏ چ 
١‏ وبرهن أن هذه المجموعة تكون مرتبطة خطيا أو مستقلة خطيا حسما تكون متجهات صفوف مصفوفة معاملات كثيرات 
0 الحدود 
و Cn‏ وا جو 0 
ل avane don‏ دوه d20‏ _ 4 
ano “nı ann 1‏ 
0 مرتبطة أو مستقلة خطيا . أى حاما تكون الرتبة م المصفوفة 4 أصغر من أو تساوى 7/ 
و ه٠‏ - إذا كانت كل و احدة من المحموعتين التاليتين مر تبطة خطيا » فأو جد ت ركيبا خطيا لكل مهما » يساوى الصفر . 
Pı = x _ 3<? + 4x 2 1‏ 3 + ×5 + ھ4 33 + “×2 = P,‏ 
P4 > 2x + × 6‏ 2 +ع + × 2 بكو = Pg‏ 


الحواب (') 0 2 2P1 + P, - 2P,‏ (ب) 0 = 2P4‏ ساو + يوم 





AY‏ الفصل التاسع : الارتباط الخطى للمتجهات والصيغ 





5 - انحث فق الارتباط والاستقلال الحطيين مجموعة المصفوفات من الدرجة 2×2 على ٣‏ 


6 6ش © 
0 "| = 0 °|" |“ 


برهن أن صحة العلاقة 0 - ولاو + درم + ور إذا كانت ۸ ( فى ۴ ) ليست كلها متلاشية يتطلب أن تكون المصفوفة 


4 © 5 © 
م 5 وام 


) أر بع مركبات ) مدد هذه النتيجة لمجموعة مكونة منزمصفوفات من الدرجة 747 . 


123 3 1 2 3 3 0 
1١١‏ - برهن ان 4 2 3 2f‏ 4 3 م 6 0 2 مر تبطة خطيا . 
2 3 1 1 2 2 3 4 0 


۸ - برهن أنه يممكن كتابة أى مصفوفة در جتها 22 كتركيب خطى المصفوفات 1 1 1 1 ١‏ 

- ا كانت المتجهات ذات ال ۸ مركبة (,2.... .و2 .2 مستقلة خطيااء فبرهن أن .وط,... .وا ,۷ حيث 

61 15 مستقلة خطيا فع إذا كان ( وإذا كان فقط ) زره = 4 غير شاذ . 

۰ - دا دنت 4 مصفوفة رتبا 0 بين كيف مكن بناء مصفو فه غير شاذة 8 عیث يکو ن AB - (Cı. Coe CPO]‏ 
حيدق CC‏ هى مجموعة معطية من أعمدة 4 المستقلة خطيا . 

١م‏ - لتكن النقاط :.(2 .2 .2 .۶)2 .(2.3.4 .۶)1 P1.1.1.1(.‏ و (2854)3,4.5.6 أربع نقاط من فراغ 

. برهن أن رتبة ر۶ ,۶] تساوى الواحد وأن هاتين النقطتين واقعتان على مستقى مر بنقطة الأصل‎ )١( 

(ب ) برهن أن ر تبه [P1,P2,P3,P4]‏ تساوى 2 وأن هذه النقاط واقعة ى مستوى مار بنقطة الأصل . 

(*+) هل تقع النقطة (5 ,2 ,3 ,2) ۽۶ ` فى المستوى الوارد فى (ب ) . 


عست يرهق أن كل مضفوافة: 4 مريمة ومن الدرخة “ورا عل 2 قى ماده الشكل ١‏ 
0 > لوط + قوط + .. +42-2رم + 42-3 ير + 47 


حیٹ إ۸ هى أعداد من ۶۴ . 
2 : 
إرشاد : أنظر ف "4 ,... .4 ,1,4,4 واستعن بالمسألة ١5‏ 
۲۴۳ - أو جد المعادلة ذات أقل در جة ( أنظر فى المسالة 7١‏ ) وألى تتحقق ب 4-1-1-4 


1 Oj , 1 1 1 
2] | 4 1 (ب)‎ 4< | 1 )١١( 


A4 -24+21=0, (>) ۸4 -24+1=0 (ب)‎ A4“ -24-=0, 4)١1( الجواب‎ 


ا ا ا OOO‏ 
ای د ا و ا د ف نيلف 9 U‏ 


4 - فى (ب)و ( ج) من المسألة ٠+‏ اضرب كل معادلة فى 4-1 لكى تحصل على (ب) ,4-1-54 
و زح) ,4-1-2-4 ومن ثم حقق مايل : إذا کان 4 معرفا على “ وغير شاذ فإنه بمكن التعبير عن '-4 بكثير 
حدود بالنسبة ل 4 معاملاها عناصر من ٣‏ . 


ESEN E 








القص ل العاضر 
الممادلات الخطية 


تماريف : 


اعتدر مجموعة من 77 معادلة خطية فى أأ ۸ مجهو لا بر.....,21,2 


21131 + G22 + ... + Gann, = hy 
6 ونةوس© +121جس‎ + ... + dann Xn = hn 


تسمى أى مجموعة متغير ات پرو... ,2× من ۴ حلا لهذه المجموعة من المعادلات فى ۴ ف إذا فقت جمبيع هذه 
المعادلات . إذا كان هذه المجموعة حل فإننا نقول علها إنبا متسقة ( غير متعارضة ) وتسمى ف الخالة المعاكسة بأنها غير متسقة 
( متعارضة ) . إن المحموعة الم لمتسقة يكون الما إما حل واحد أو عدد غير نهاتى من الحلول . 

نقول عن مجموعتين من المعادلات الحطية المعرفة على 4 فى نفس العدد من الجاهيل ١‏ إهما متكافئتان ويا إذا كان كل حل 
لواحدة مهما حلا للأخرى وبالعكس . بمكن استنتاج مجموعة مكافئة المجموعة (10.1) بتطبيق واحد أو أكثر من التحويلات 
على هذه المحموعة : )١(‏ البادلة بين اثنين من معادلات المحموعة (ب) ضرب أى معادلة من هذه الجموعة بعنصر غير متلاثى 
المحموعة المفروضة بمجموعة أخرى مكافئة لما وذات شكل خاص . 


الحل باستعمال مصفوفة : 


إذا استعملنا رمز المصفوفات فإنه ممكن كتابة مجموعة المعادلات الحطية (10.1) بالشكل : 


611 0612 ... إسبية‎ |2321 hı 
621 و۸ - و*| ]ريه ... ديت‎ )10.2( 
بج بج | إبوجه ... ج#2س© 1س‎ 


أو بشكل أكثر ا ازا : 


AX =H (103) 


حيث [رره] = 4 هى مصفوفة المعاملات و ,الى ,... رو[ X=‏ د H = [hy ha, ...,h.J'.‏ 





Af‏ الفصل العاشر : المادلات الخطية 





لنعتبر الآن المصفوفة الممددة محموعة المعادلات (10.1) 


di o ... Gin hı 


dı “22 ... Qaanhzاl‎ ] 4 H} )10.4( 


ولس هي ماهس هوا ها و هس وأه هم هه ه5 © © ه 5 ٠‏ 


( كل صف من (10.4) هو شكل ختصر للمعادلة المناظرة من (10.1) ولإستنتاج معادلة من صف یکی أن نضيف ‏ امحاهيل 
وإشارات ا( + وإشارة 1 = بطر يقة ملا ئمة ( . 

لحل مجموعة المعادلات (10.1) بواسطة المصفوفة (10.4) نطبق التحويلات الأولية الصفوف لكى نستعيض عن 4 
بالمصفوفات القانونية الصفية المكافثة الوار دة فى الفصل ه . ْ 


١ '‏ 0 ش 
ل 0 ا E‏ 
2x3 1‏ = و + 3*1 
139 اس ج32 م 4x1‏ 


= و2 + ي4 + 2x‏ 


ا 
3 سم مع حم 


إن المصفوفة الممددة 


1 2 1 2 
8 1-2 11 
2 4 2 4 





آئ آن غل هو وة :المادلات: اة ENE Oleg id‏ ممثلة فى الصورة الإتجاهية “(1 ,0 ,1] ب + 


عندما تحول مصفوفة المعاملات 4 للمجموعة (10.1) إلى شكلها القانوى الصلى المكاىء © فإننا نفرض أن | 4# 4 ] قد 


تحولت إلى [ غ44 © ] يٿ | [Kkıska,....k‏ = #ر. إذا كانت رتبة 4 هى ٣‏ فإن الصفوك الغ الأول من € وق عنصا او اکر . 
غير صفرى . إن المنصر الأول غير الصفرى ى كل من هذه الصفوف يساوى الواحد أما بقية عناصر العمود الذى يقع فيه هذا 3 


الواحد فهى أصفار . وتتكون الصفوف المتبقية من أصفار فقط . من الصفوف ال م الأول من [ 4 © | مكننا الحصول على كل 
م ارات رز 7 ا اجوز خی ذاتها الواردة فى الفصل ه) بدلالة المجاهيل الباقية ‏ ول“ "ربل ووز“ 
واحد من kı, ko, ..., K۰‏ 

إذا كان ,0 = kr4 = kryg = ... = kg‏ فإن هذا يعنى أن (10.1) متوافقة وأى مجموعة اختيارية من القم 
للمتغرات “jn‏ 7 وم پم بالإضافة إلى الق الناتجة ىز ۰ رز ۰ کون حلا . وعلى العكس إذا كان على 
الأقل واحد نوا ٠٠۰١‏ ,ووو وہ م k‏ تلف عن الصفر وليكن مثلا 0 صح ,4 فإن المعادلة المناظرة تكتب بالشكل 


Ox + Oxg + ... + Oxy, = kr #۶ 0 


وهذا يمى أن المحموعة (10.1) متناقضة ( متعارضة ) 
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فى الحالة الى تكون فها المحموعة متوافقة > يكون ل 4 و [4# 4 ] رتبة واحدة › أما فى الحالة الى لاتكون فا 
المحموعة متوافقة فإن ماتين المصفوفتين ر تبتين محتلفتين . 
أ 
كان فقط ) لمصفوفة المعاملات والمصفوفة الممددة للمجموعة رتبة واحدة . 
11 نى مجموعة متوافقة (10.1) ذات رتبة م حيث م < #4 ء يمكن اختيار (خ-#) من الجاهيل بحيث تكون 
مصفوفة معاملات المحاهيل ا[ ” الباقية ذات رتبة مساوية م . وعندما تعطى هذه ال )7-٣(‏ جھو لا قے اختيارية » 
فان بقية الحاهيل و الى عددها ٣‏ تتعين بشكل و حيد . 


x1 + 2x2 ¬ 3x4 ¬ 4x4 > 6 
x + 3x2 + xg — 2x4 = 4 مثال ؟ : محموعة المعادلات (14) يكون‎ 
221 + ي*5‎ ¬ 2x4 - 5×4 = 10 
1 2 -3 -4 وعد 1:22 6م‎ 242 6 1 0 -11 -8 10 
[4 H}) = 1 3 1-2 4I ~01 4 22| ~01 4 2 9 
25 7 50 ON 4-9 00 0 1 0 


1 0 -11 0 0 
v~ |0 1 4 0 -2| = [C K] 
00 041 0 


عا أن رتبة كل من 4 و [4م 4] واحدة وتساوى 3 فإن الموعة المعطاة متوافقة علاوة على ذلك فإن الحل 
العام حوى [ = 4-3 حدم بم ثابتا احتياريا . من الصف الأخبر من | x4 =0, [ C٤‏ . لتفرض أن ي = و× 


حيث © عدد اختيارى ١‏ فنجد 4اا + 10 = ,× و 5 - 2- حرو 


xı = 10+1la, x, = -2- 4a, x4 =a, xq = Û ويكون حل اګموعه هو‎ 


ار X = [10+11a, -2-4a, a, Oj'.‏ 
إذا كان لمجموعة معادلات متوافقة على كم حل وحيد ( مثال ١‏ ) فإن هذا الحل ينتمى إلى كل . وإذا كان هذه الجموعه 
ا ا ال E‏ الإو لحرت لعي ماري ان . ولكن المجموعة يكون 
كنا عد ل بات ني اطلو ل الى ی ال ای جل يكون م حقلا جز ئياً منه . مثال ذلك : يكون لمجموعة معادلات المثال ؟ 
عدد لانهائى من الخحلول على / ( حقل الأعداد الحذر؛ ية ) وما إذا كان © قد اختير من بين الأعداد الحذرية » وطا عدد لاجائى 
من الحلول الحقيقية وما إذا كان اختيار © من بين- 0 الحقيقية وها عدد لالبائى من الحلول المركبة ذم| إذا كان اختيار © 

من مجموعة الأعداد المركبة . 
أنظر المسألتين. ١‏ - ۲ 


المعادلات غر المتحانسة : 
تسمى المعادلة الحطية 
E QOR 2-1‏ جرب CF ORS. FEF‏ 1د و3 


معادلة غير متجانسة ما إذا كان 0 كح ۸ وتسمى امجموعة 7 = 41 مجموعة معادلات غير متجانسة فما إذا كان // 
متجها غير صفرى . إن مجموعى المثالين ١‏ و ۲ هما مجموعتين غير متجانستين . 








: الفصل الماشر‎ ۸٦ 


سنير هن ق المسألة ۳ 


111 - يكون لمجموعة مكونة من 8 معادلة غير متجانسة ذات ۸ مجهولا » حل وحيد ما إذا كانت رتبة مصفوفة 


المعامالات 4 مساوية 72 أى إذا كان 0 عر | 4 | . 


بالاضافة إلى الطريقة المذكورة أنفا ّ سنقدم طر يقتين إضافيتين لحل مجموعة متوافقة مكونة من 2 معادلة غير متحانسة 
4. أولى هاتين الطريقتين هى الطريقة المعتادة باستخدام المحددات . 


و متعددة الحاهيل H‏ = 


)١(‏ الحل باستخدام قاعدة كرامر . لترمز بالرمز ۸4 حيث (1,2,...,۸= ) ٠,‏ للمصفوفة الى نتحصل علها: 
من المصفوفة 4 بالإستعاضة عن العمود ذى الرقم / » بعمود المقادير الثابتة ( مود المقادير ۸ ) . 
° 0 عبج | 4 | فإنالمجموعة // = 46 يكون لماالحل الوحيد : 
| ,4 8 ) 42| 4| 
(10.5) | ما ا ل لاي ل 0 
أنظر المسألة ؛ 
Xq = 5‏ + و*5 + ري” 2251 
a‏ 5 1ح - ”4ه - و32 - xq + xq‏ 0 
مثال ؟ : حل مجموعة المعادلات مستخدما قاعدة كر أمر 
نتحد عل التو الى NS‏ ) 
على اتو 8 ع 2x + 2x, + 2x ¬ 3x4‏ 
٠ 2:1 5 1‏ 1[ 5 1 5 
120 = 4- 3- 1 1 َ 4ج 1 1 
3- 2 2 2 ) 3- 2 22 
1 5 5 2 1 5 21 
_ ]4 1-1-3] _ _ |4 11-1 
1 8-2 3 ا4ا © * |1 ه 36 ا4 
د 2-3 2 2 3- 2 22 
5 21 
j11-3 1| _‏ _ 
6 - 1 = ا4ا 
2 2 22 
ورقوة أعر ا : و . 240- ليها ے ےہ 24-1 لعا ےر م هف لمكا ده 
0- |4| ^ 5 1200- |4| <> 1200 |4| `° 
و 4 همهو |44| 
ل —— og‏ 3 4 
5 120- |4| ° 
(ب) الل بإستمال 4-4 إذا كان 0ك4|2| فإنه يوجد :-4, ويكون حل الحوعة #۴٤1‏ = 4¥ هدو 
AH )10.6(‏ = 4 4-1.0م ‏ أو 4-187 - كر 
2x + 3 + × = 9‏ 1 3 2 
مثال 5 : إن مصفوفة معاملات مجموعة المعادلات 6 = و*3 + 22 + × هر .|3 2 1| = 4 
2x» = 8‏ + يه + 3*1 2 1 3 


المعادلات الخطية 





فإذا كانت ` 





١ 
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35 





0 7 5- 1 
ومن الحزء (ب ) ف المسألة ١‏ من الفصل السابع نجد أن . |5 1 7 لط د 4-1 وعلى ذلك فإن 
ظ 1 7 ه81 
١9 005‏ 1-5 , 
29 | - |6 |[1-5 ؟ سد = ‘AX = X = AH‏ يم 
5 1]8 ” 5- 
ويكون حل مجموعة المعادللات هو : .5/18 <> X4 & 35/18, x = 29/18, Xq‏ 
انظفي المشالة > 
المعادلات المتحائسة : 
إن المعادلة الحطية 0 = o, Fy,‏ + + 2ج و0 + ET‏ 
(10.7) 
تسمى معادلة خطية متجانسة . و مجموعة المعادلات الحطية : 
ظ = AX‏ 
(10.8) 0 - 8 


ذات اأ ۸ مجهولا » تسمى مجموعة معادلات متجانسة . إن رتبة مصفوفة المعاملات 4 محموعة المعادلات (10.8) هى نفسما 
رتبة المصفوفة الممتدة [0 4] وعلى ذلك فهذه امجموعة تكون متوافقة داهماً . يلاحظ أن 0ل أى أن 0 = يرنه ... > و > ينه 
هو داماً حل للمجموعة يسمى هذا الحل بالل التافه ( عدم الأهمية ) . 

إذا كانت رتبة 4 مساوية 7 فإنه ممكن حل 7 معادلة من مجموعة المعادلات (10.8) باستخدام قاعدة كرامر 
ويكون فا حل وحيد هو 0 - ربو - ... > يه > 1* ويكون للمجموعة الحل التافه فقط . وإذا كانت رتبة 4 هى ۲ حيث 
م < # فإن النظرية 11 تو كد و جود حل غير تافه للمجموعة . وعلى ذلك . 
1۷ إن الشرط اللازم والكاق ليكون للمجموعة (10.8) حل بالإضافة إلى الحل التافة » هو أن تكون رتبه ۸4 هى 
حيث ۲۳ < 7 

۷ - أن الشرط اللازم والكافق ليكون لمجموعة مكونة من 8 معادلة متجانسة ذات ‏ مجهولا حلا غير الحل التافه » هو 
انكرت 2-0 | 4ه |...: 

1 - إذا كانت رتبة (10.8) هى م حيث #<م فإن لما » على الضبط » (#-#) حلا مستقلة خطيا وإن كل 
حل آخر هو تركيب خطى من ال (7 -) حلا وإن كل تركيب خطى لهذه الحلول هو حل أيضا . 

انضفر المسألة > 

لنفرض أن ولا و ول حلان مختلفان للمجموعة ,1 - 41 فيكون, !/ - و41 ,!/ - ,]41 و .0 - '[4 - A(Xı- Xa)‏ 
أى ا 2 ل خر “كانه التسموعة 0د لد + 

وعلى العكس . إذا كان 2 حل غير تافه للمجموعة 0--/42/ وإذا كان ولا حلا للمجموعة .77 - 424 فإن 2 + ولا = X‏ 
هو حل أيضا المجموعة 7 = ×4 . ما أن مثل الحل التام المجموعة 0 = 46 فإنه ينتج عن هذا أن 
Z‏ + و بمثل الحل التام المجموعة ٢4‏ = ×4 أى : 

1 إذا كانت مجموعة المعادلات الغير متجانسة 8# = +4 متسقة فإننا محصل على حل تام لمذه الجموعة بأن نضيف 
إلى! لحل التام للمجموعة 0 - 416 حلا خاصاً المجموعة ‏ 77 = 4¥. 
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8 7 4 
مال © : فى الحموعة 5 


1 [ x4 ¬ 2x2 + 3xg = 0 2 E. 
24 حلا خاصا هذه الجخموعة 1 إن الحل التام المجموعةم 2 ا 00 :, '[36,ه76- إحيث‎ X» = [0, 1 21 


1 8 : X1 — Axo + 3x 
ج52 2 ويكون‎ > j ضء 0 حد إل فلحدذ أن 2 = ول و‎ 1 2 3 


'[2+36 ,»+1 ,76س] - [0,1,2] + '[ع3,ه,ه7-] - X‏ 


لاحنلشلة - ظ 
بمكن أن تمتد الطريقة السابقة على مجموعة أكبر . ومن الضرورى عندها أن نبرهن أن ال#موعة متسْمة ومن العسير حل هذه 
ا حموعة بطريقة المصفوفة الممددة كا أعطيت أعلاه . 


مسائل محلولة 


X4 + ع 3 + م2 + 2% - وه‎ > 1 
2x = xa + 2x + 2x4 + 6s 2 حل‎ = | 
3X + 222 - 4 xg — 3x4 - 9 ع2‎ 


i 
دن‎ 


الححل : 
إن المصفوفة الممددة 


1 اوه‎ 1 3 7 1 1-2 1 13 1 1 1-2 1 3 1 
[AH] = |l2-1 2 2 62| ~ |03 6 0 O00 ~ o0 1-2 0 00 
3 2-4 -3 -9 3 0-1 2-6 -18 0| 0-1 2 -6 -18 0 
10 0 1 341 10 0131 
~ |0 1-2 0 00j ~ 01-2 0 00 
0 0 0-6 -18 0 00 013 0 
1 0 0 0 0 1 
~ |0 1-2 0 0 0 
00 01 3 0 


وعلى ذلك,0 - و2 -يءه ,1= x‏ و X4 +*3xg = J.‏ لنفر ض X3 — dd‏ 5 و = Xs‏ 
حيث 4 و 5 اختياريان . إن الحل التام يعطى مما يلى : 


X =[1,2a,a,-3b,b]'. أو بالشكل‎ *1 1, xa = 2a, Xg <> x4 = —-3b, xg = b 
پچ + 2*0 + يع + يم ر‎ = 5 0 
لق‎ 2x + 382 - xX - 24 = 2 
4x + 5x, + 33 ج‎ 7 
: الحل‎ 

1 1 2 5 1 1 2 1 5 1 0 7 5 13 

8- 4 5 1 0] 2ه |8 4 ك5 1 10]«< |2 2- 1- 3 2| = H|‏ 4[ 

4 5 3 0 7 0 1 -5 4 -3 0 0 0 60 -5 


إن الصف الأخير يعطى 57- > 0۰%4 + د١0‏ + 0۰x4‏ + 0.41 و عإ, ذللك. فا جموعة المعطاة هى مجموعه متعار ضة و ليس 
لها حل . 


4 
ا 
أ 
ا 
١‏ 
ا 
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م - برهن أنه يكون للمجموعة ۴ = 4¥ المكلونة من 8 معادلة غير متجانسة ى ١‏ مهولا > حل وحيد فيا 
إذا كان 0 عبد |4 | . 

إذا كانت 4 غير شاذة فإنها تكاقء ,لضن اا دا ون 4 إل #انبوائطة غويلات عفن مقلع إن[ 487 ] 
تتحول إلى [7] » ويكون عندها × = ¥ حلا هذه المجموعة .0000 

لنفرض بعد ذلك آن £ = )1 حل آخر للمجموعة فإن 84 - 41 و 88 - سا4 و AK = AL‏ 

ومما أن 4 غير شاذةفإن .2 = × وإنالحل وحيد. 


نكو دوع اننا لانت غير االلساكية: 


11%1 * G22 + .... + anan = hy 
a21 + a22x2 + .... + dapîn = ha (1) 
anıx1 * an2*2 * + annîn = hn 


ولترمز بالرمز 4 لمصفوفة المعاملات [ زه | وبالزمز ززه المعامل لمرافق للعنصر ز¡» من 4 لنضرب المحادلة 


الأولى من (1) فى ,,© . والمعادلة الثانية فى بره .  ....‏ «المعادلة الأخيرة فى ,بر© و نحمم النتائج فنحصل على : 
n1 1‏ 4 1 7 
Z aodjaxg + ... + I ajpljixn = ZL hj;‏ + 0151 ييه 2 
1= 121 4-1 20 1 >1 


ونحد من النظر يتين ل و 1ل والمسألة ٠٠١‏ من الفصل الثالث أن هذه العلاقة تختصر إلى الشكل : 
0 ...< ج6141 hı‏ 


Gon |»‏ .... ج20 و8 ع و١‏ |4 5 


هه له له ام ا هاه مااع ع . 


۱4| 
۱4| 


< 21خ 


hp ana -... Ann 
م لنضرا ب معادلات المجموعة (1) على التوالى ىق 2بر ر ... دد© ر درن و جمع النواتج فنجد‎ 
4114 0 613 ...2 647 


4 woes 
ا‎ TT TT 


CSGO BHD aE SES TEE GEG HTB GG G&G 5S & 


anı hn @ng .... ann 
ولنستمر على هذا المنوال و لنضر ب أخير ا معادلات المجموعة (1) على التوالى فى بيرك و ... و ب2 و ب‎ 
۰ : ولنجمع النواتج فنجد‎ 


Q14} <... 01-1 A 


پا د ات ا پا ت ا 
an, n-1 hn‏ 671 
X4 = 5‏ + و52 + 2x + xX‏ 
3x; -~ 4I4 = -1 E‏ - يد + * نا كر ن مفو ف ماناوت 


3x, + 6<+ > 2 x3 + Xq > 


2 - و3 - 2*4 + و22 + 221 





2 
1 
١ 
| 
1 








,3 الفصل الماشر : المعادلات الخطية 
الحل : 
1 5 21 0- 0 120 120 
إن معكوس المصفوفة | 4- 3- 1 3| ى ي هو. 80 17 73- j-69‏ 1_ 15 
٠ 5-8:25 31‏ 40 5 35 1201-15 * 
9 55 40 8 8 24 
2 5 0- 0 120 120 
1/5 َ 8011-1 ا د 
0 8 40 5- 35- 15-| 120 
4/5 2 40- 8 8 24 1 
( انر المغال ٣‏ ) 
X4 + Xa + Xq + X4 0‏ ۰ 
5 - حل 0 - e 24 + 3x» + 2X4 + 4X4‏ 
2x1 + X= X4 = O0‏ 
الحل : 
ITT F0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0‏ 
4ol ~ |0 2 1 30| ~ j0 2130‏ 2 13| - [8 4[ 
0 0 0 0 0 0 :19ت اوجن 0 1-1 2-0 
0 }- $ 10 0 1 1 1 1 
0 3 1 0]| 7~ |0 5 2 1 0]| ~ 
0 0 000 0 0 0 0 0 
إن اخل التام هده اللجموعة هر Xa 7 04 X4 = b.‏ 5 3 = چ“ = -3a + 3b, X2‏ = 241 


و مأ أن رتبة ا لمصفوفة 4 تساوى 2 فإننا حصا عل 2 - 4-2 - مم حلا مستشه خعي . فلحصل مثلا . على إحدى 
هذه الأزواج بان ناخذ أولا ] :> 2] ج>- ي مم 1 -- 3.8 -- 4 يکود 
RU, KTS RTT KAT‏ و 1 - ي* ,3 - * ,3- - ج* ,1- 5 x‏ 
ناذا عكينا أن تقول عن زوم اتكتول: الاق فيل عليه عند ن غا 


!| عع م ب ىن و 3 دام عاج © 


۷ - برهن مايل : فى مصفوفة مربعة 4 من الدرجة م والرتبة (1-#) تكون المعاملات المرافقة لعناصر 
أى صف ن . ( عمودين ) من ا ا 


ما أن 0 - , 4 | فإن المعاملات المرافقة لعناصر أى صف ( عمود )من 4 هى حل ,23 ٠‏ للمجموعة .(0 = ×'4) 0= 2471 
ا أنه لين التشموعة سوي عل ود مسقل طا و ذلك أن رة 7 4 7 1 وغل ذلك فالتفامواتك المرافقة 
لصف ( عمود ) آخخر من 4 (حلاآخر ر هذه المجموعة ) و نحصل على kX.‏ = ر× 


هم - برهن أنه إذا كانت م| ,... ,و6 ,وهى ۳ حيث +7 < 8 صورة خطية مستقلة فى #8 متغير على ۴ فإن ال م 
صورة خطية 


5 


7 
ثم‎ 7 2 Sj; fj FELLA esp) 
ل‎ 1 


اليه 


مر تبطة خحطيا » فما إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) رتبة المصفوفة [ مرى ] ذات الدرجة م * ۳ هى ٣‏ حيث / < م. 


إن ال وع مرتبطة خطيا فما إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) توجد ميات عددیه ۹ ۰۰ ,02 ,4 من “م ليست كلها 
أصفاراً و تحقق العلاقة : 
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ا ا 0 


7 7 7 
464 + d2 82 E E ap 8p a4 2 Si fi + a4 م‎ Fes. F€ 08 0 Sp fi 
5 5 
5 5 14 + 6452 Ei FF aiSp;) 
ا‎ a j32j)f I fn 
n P 
ەز ا‎ > 0 
ما أن ال ؟”/ مستقلة خطيا فإن هذا يتطلب‎ 
2 
“ FX a.s. = as, + Qos; +... + رار‎ = 0 (ti =1 2,...,m) 
j= 73 15*41 242 pip 
2 ' 5 
والآن ووفقا انظرية /1 يكون _ لمجموعة ال 7# معادلة متحانسة ذات ال 7 مجهولا 6ن 2 ينل غير تافه‎ 


من الشكل '[ىه,... .2©,:ه] - 6 وذلك إذا كان ( وإذا كان فقط ) رتبة المصفوفة | ررى ] هى م و /<م . 


4 بت قرش أن [ به ] - ىم من ألدر جة 7 مصفوفة شاذة . برهن أنه يو جد دوما مصفوفة [رية] - 8 من 
افر ض 3 بو .... ,81,82 هى متجهات أعمدة B‏ 2 من الفر ض .0 = AB,‏ = اه - و48 = AB,‏ 
اعتير أى واحدة من هذه العلاقات و لتكن 0 = AB,‏ أو 
an bnt = 0‏ + ... + عو5ج1ه + خ1151ه 


a21 byt + a22 bgt + ... + aan bnt = 0 


عأأواء هاو هاه هه وود واه TT‏ 


0 = عيوطيريره + ... + عوطويره + غ251 1يره 


ما أن مصفوفة ألمعاملات 4 شاذة فإن للمجموعة الى مجاهيله ...وجوش مغ وم حلا محالفا للحن الحافه ٠.‏ و با مئل AB, = 0, AB» = 0, e‏ ر جنول 
بمثل كل مها عموداً من 8 . 


مسائل اضافية 


.و جد أوجد كل لول اممسوعات الثالية 
د و2 - 5*2 + 224 
1x4‏ — وي أ" + 21 


) < ( x1 ¬ 2x2 + x4 ¬ 3*4 = 1 )1( 


1 
+ تن يس شت لير 


(ب) 4 = عو + x2 + XxX 4 = ( ١ 21 + Xo‏ + 24 
* د 
م22 - و5 + 221 : 4ه ع ى:* + و< - رلا + 1* 


2 = يي + ه< + 22 - 2*1 


ti 
جب‎ 


x = 1 +2a —-b+3c, x =a, x4 = Ù, x4 = © (1) : الآ به‎ 
x4 = -71a/3 + 17/3, xq = 4a/3 - 5/3, xg = a (ب)‎ 


x = x = ], xg = (د) 2 - ي>«-‎ 
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١١‏ س اوخ كل الخلول غير التافهة للمجمو عات 


261 + 2x4 + 3X4 > 0 0م = و3 + و25 س وچ‎ 
3 + 2x4 + X3 = 0 
421 - 25 2x3 5 خ 4ه‎ 0 E Xa + 0م = و3‎ 
221+ (د) 0 <= يهو«2 سو» يد3‎ ١ 3x1 + 2x + (ب) 0 = و×‎ 
1x4 ~ 4x ¬ 5x4 = 0 xı - و»*5 + ي*4‎ > 0 
221 > 11x4 + 1x3 + 8x4 = 0 


xı = -36, X= 0, xg =a (1!) : الا وة‎ 
x1 = —Xq = —Xgq =a (ب)‎ 
5 3 1 5 
x = =a +b, xo =a, x ث2 شد‎ -~- -b, x4 =D د‎ 
1 8 8 2 (د) 4 4 پ3‎ 


۲ - قارن حل ( د )من المسألترقم ٠٠١‏ مع لل الآخر . .يكم xı = C, xg = d, xg = ET‏ 


3 3 3 
2 1 1 د 
٠١‏ - إذا أعطيت المصفوفة .|4 2 2| - 4 فأو جد المصفوفة 8 ذات الرتبة الثانية و الى تحقق العلاقة 0 = ۸8 
6 3 3 
ورشاد : آخير أعمدة 8 من حو ر اسو عد 0 ك A‏ 


+ سسا برص ان موف ر ب کون ده اذا كانت ( وإذا كانت فقط ) صفوفها ( أ عمدنها ) مر تبطة خخطيا . 
١٠‏ - لتكن 0 = 6ر4 مجموعة من 4# معادلة متجانسة ذات م مهولا ولنفرض أن 1 - م - م هى رتبة 4. 
برهن أن أى متجه غير صفرى للمعاملات المرافقة '[يرع9 ,... ,و9 ,011] نصف من 4, هو حل للمجموعة 0 - 46 . 


اسم استخدم المسألة م١‏ لحل المحموعات 


م32 + 222 - 2x + 3x — xg = 0 x‏ ت 0 => ا 
2x1 + 5x + 6xg‏ (ب) ' 0 2x - xo, + 6x3 = 0 3x - 4× + 2x4‏ 


(1) 


0 
0 ` 


ار شاد E‏ إلى معادلات )١(‏ المعادلة 0 = و×0 + ر×0 + ,×0 م أو جد المعامللات المر افمّة لعناصر الصف اثالث مدن 


N 


1 
ألمصفو فة 2 
0 


دن ٿ@ © 


5 

0 

الأجوية : (' )ء9 + وه ,0 دوه ,296- ديه أو ,'[ع-,36.0](ب),'[176-,76-,26] ( - ) [11a,-2a,-4a]'‏ 
۷ - لتفرض أن كلا من رتبة مصفوفة معاملات مجموعة من ثلاث معادلات غير متجانسة ى خسة ماهير 4 = AX‏ 

ورتبة المصفوفة الممدة لهذه المحموعة تساوم 2 ولنفرض أن الشكل القانونى للمصفوفة الممدة هو 

1 0 b13 b44 b15 ¢1 


0 1 ووه وو6‎ b25 c+ 
0 0 0 0 0 0 


يتك لايساوق ‏ كل مق و6 و رج نا العف .لخر ارلا 0 = )× = وږل = و× 


فنحد '[0 ,0,0 ,وه ,]= ,۸ حلا د 20 = 4¥ وتار بعد ذلك 0 = و× = 4× , | = وں م | = هنر 


xs = 0,‏ = وكير وأخيرا | = xs‏ 0 وير ح وير لكى نحد حلولا أخرى 2( و وكل و هلد برهن أن الحلول 
4 = 1 ب 2 - 5 تكون مستقلة خطيا . 





0 
01 

۱ 
3 1 
1 
00 
5 
| [ 





2.8 
e 
E 
72 
E 
ف‎ 
0 
0 
E. 
3 
sg 
N 
3 
اع‎ 
ا‎ 
53 
3 
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لم١‏ - أعتير الر كيب الخطى. Y = sı X +saXo +saXg +s4X«a‏ لول المسالة ٠۷‏ . برهن أن ۲ | AX = H J‏ 
إذا كان ( وإذا كان فقط ) (1.)1 - يكى+وكى+51+52ى وإن ا هو الحل التام » فما إذا كانت +5,ه51,52,5 اختيار يه و مر تبطة 
ا ن فغ 8 د | 

۹ - برهن النظرية ۷1 . إرشاد : اتبع المسألة ٠۷‏ وافرض أن 0 - يم - ,م 

٠١‏ - برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة درجتها مركا #/ ورتبها ,م و 8 مصفوفة در جها م × م ورتبها 
وي محيث يكون 0 -ح 48 فإن .م 711*725 

إرشاد : استفد من النظضريه ۷1 

ALT cO NEG ey 
صف من‎ ۲٣ والمكونة من أعمدة المصفوفة الحزئيه المكونة من أى‎ r تكون المحددات المر بعة ذات الذر جه‎ r وز ا‎ Mm XxX 77 
.. 4 المصفوفة 4 > متناسبة مع المحددات من درجة + المكوئة من آى عصفوقة حرثية أخرق وی ۴ صفاعن.‎ 

إر شاد : نفر ض أن الصفين الأو لين مستقلان خطيا فيكو ن عندها ag j 7 5161 † P3222 j a4 j 7 P411] + P422 j»‏ 


(j 2 1, Dees Ok 
. احسب بعد ذلك الحددات ذ ات الدر جة الثانية‎ 
400 495 0417 015 


و42 62 


0410 5 




















055 6230 > 04 040 
؟+ - اكتب برهان النظرية الواردة فى المسالة 8١‏ . 
مم لد استنتج من المسألة 7 مايقل : إذا كانت 4 مصفوفة مربعة من درجة ۸ وذات رتبة تساوى 1- م ٠‏ فإن 
العلاقات التالية دن المعاملات المر افقة تكون صححيحة : 


(1) ون ij UR = in‏ (ب) > ور 0 ين 0 . 
0 انس قي EES‏ 
2 4- 3 2 1 00 
OTe a EE FEF ef,‏ 
4؟ - برهن أذ 3 1-1 2 3 0 مكاقء صفيا ل 0 1 0 0 0 ن H|‏ 4] > 8 استنتج أن 
4 2-2 2 1 1[ 0 00060 
1 1 23-3 09-0000 


مجموعة من ست معادلات خطية فى أربعة مجاهي يكون ها خمس معادلات مستقلة خطيا و برهن أن مجموعة من 77 حيث ۸>7 
معادلة خطية ذات ۸ مجهولا تحوى عل الأكثر (1-ل7) معادلة مستقلة خطيا ثم برهن أنه عندما يوجد فملا 74-1 معادلة مستقلة 
خطيا فإن الحموعة تكون غير متوافقة . 

هم - إذا كانت 4م - 47 مجموعة متوافقة رتبها م . لأى مجموعة مكونة من 7 مجهولا ممكن الحل ؟ 


۲۹ - عمم نتائيج المسألة ١١‏ والمسألة م١‏ على 74 معادلة غبر متجانسة فى 7 مجهولا وافرضص أن لمصفوفة العوامل 
وللمصفوفة الممددة رتبة واحدة م وذلك لكى تبر هن على أنه إذا كانت للمصفوفة الممددة ولمصفوفة العوامل للمجموعة 8 = ×4 
المكونة من ۳ معادلة غير متجانسة ذات 7# مجهولا » رتبة واحدة مساوية م وإذا كانت سير ...وول حلولا 
E‏ ۰ 

X = وء + وکو‎ + ... + sSp_r+1Xn-+ +1 
n-r+1 


حت ,1 - وى 2 حل نام ۰ 
1>1 
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۷ - تعطى الكيات الداخلة ٤,‏ و ,/ فى شبكة كهر بائية ذات أر بعة أقطاب بدلالة الكديات الحارجة يلل و طط 


: مما يل‎ 
E, a 5ه‎ E» - ۾‎ E» E, > ak, + blz 
۸ + و1 أله‎ 1 Il = cE, + dl, 
_ 1 l1 E| 1o -|4lll1 ۴ 
d1 -cjlEo} ° le) <l برهن أن و(أأه‎ 


ES JU mE gl + ول‎ SE Ib حل أيضنا‎ 





۲۸ - افرض أن لحموعة المعادلات الحطية م ح ×4 حيث 0 < والى عددها ۸ معادلة فى ۸ مجهول حل 
وحيد . برهن أن للمجموعة ۸ ¬ 4X‏ حل وحید لای متحه 0 = × له ۸ مركية . 


X1 11‏ 1 1- 1 
هم - حل مجموعة الصور اخطية ورا = لا = إوءأااة 1 12- 48 حيث إن صور خطية ل كاطر 
X3 13‏ 3 2 1 


والآناكتب حل المجموعة لآ[ = × 4 . 


۰ - لتكن ۸ مصفوفة مربعة من درجه / وغير شاذة ولنفرض أن S3;‏ حل للمحمو عد 2.... ,2 ,1 - 4) ررظ - 48 
۱ حيث ,6 متجه ذو ۸ مركبة حيث تساوى مركبته الى رقها 2 الواحد وتساوى كل واحدة من بقية المر كات الصفر 
حقق المصفوفة .[ $ ,... .39 ,51] ) 


1 2ب لتک م مصفوفه من الدر جه Mxn‏ ث 1-1 ولنفر ض أن رک حر AX=Eg. (i= 1.2. ....m), j‏ 
چ ]k. k2. ....k‏ = ۸ فير هن أن 
kıSı + kaSg + ... + kgs‏ 





القصل الجارىعسر 
الغر اغات الاتحاهية 


0 وما بى > كل متحه بممتجه عمود 6 مالم نذ كر خلاقف ذلك . وعندما تكون کات المتمجه واضحة فإننا سنکتبه 
د “[بد ,... ,وة ,ود ] . إن رمز متقول المصفوفة ( ) يشير إلى أنه بحب أن تكتب هذه العناصر فى عمود . 
إن جموعة من هلد المتجهات ذات |[ n‏ مركبة والمعرفة على / تكون مغلقة بالنسبة للجمع ذما إذا كان بجموع أى متجهين 0 
عنصر من م بأى متجه من هذه الهموعة يعطى متجها من المجموعة ذاما . 
مثال ١‏ : 
(') ان وغه كل الت إو xı. xy.‏ 2 الفر اغ العادى ذأت المر كبات المتساويه (و× = و× = 1×) مغنقة بالنسبه للجمع 
زالضرب بعدد » وذلك لأن بجموع أى متجهين من هذه المجموعة و حاصل ضرب أى متجه منها بأى عدد حقیو ۸ هما 
ا کات وا ووا 
ب) إن مجموعة كل التجهات “[ي .]اسن الفراغ المادى مفلقة بالنسية للجمع وأضرب يعد . 


الفراغات الاتجاهية : 


ا - سيم 


إن كل مجموعة من المتجهات ذات !! 2م مركبه على / مغلقه بالنسبه للجمع وللضرب مقدار عددى تدعى فر اغا اتحاهيا 
وهكذا + إذا اف AAA‏ متحي نت دات مركبة على م فان ممموعة كل الثر اكيب ( التالفات ) الحطية : 
kk + kop + ° + kok, (11.1)‏ حيث (,# ی٣۴‏ ) 


اك إتجاهى عل ۶ . مثال ذلك أن كلا من مجموعى المتجهات الواردة فى ( ١‏ )و ( ب )من المثال ١‏ فراغ إنجاهى » 
ومن الواضح أن كل فراغ إتجاهى من الشكل (11.1) عوی صفر المتجيات ذات ال +7 مر كه و أن المتجه الصفرى ذا ![ (, 
مركبة ممفرده هو فراغ إتجاهى . ( يسمى الفراغ (11.1) أيضاً فراغاً إتجاهياً خطياً ) . 

إن الحموعة الكلية (#)ير# لكل المتجهات ذات ال 7 مركبة على / تدعى فراغاً إنجاهياً من البعد 8 على / 


الفراغ الجزئى : 


نقول عن مجموعة “ا من المتجهات ‏ (۴) ۾ إنها فراغ جزكى من (6) بسلا وما إذا کانت ۲ مغلقة بالنسبة للجمع 
وللفشر ب مقدار عددى وهكذا فإن صفر المتجهات ذات ! ۸ مركبة هو فراغ جزئى من )يرط وكذلك الحال بالنسبة 


إل P,(F)‏ ذائه . إن المحموعة ١(‏ ) الواردة فى المثال ١‏ هى فراغ جزثى ( خط ) من الفراع العادى . عموماً إذا كانت 
ا ستمية إلى (#)يرط فإن قراغ جميم التراكيب الخطبة (11.1) يكون فراغاً جزئياً من ()ير1 . 





ول عن فراخ إتجاهى 7 إنه ey‏ سيد امو دات ! 4م مركبة فم إذا محقق (1) هل منتميه 
إلى ۷ (ب) كل تسه من ١‏ هو تركيب خصى (11.1) للمتجهات المعروضة . لتلاحظ أنه ليس 'من الضر ورى أن نقصر 
المتجهات ¥ .... .ر ., ع اخالة الى تكون فيها مستقلة خطيا . 
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لیکن ٣‏ حما الأعداد القيقة ۸ ولتكن المتجهات ذات الغثلاث مركبات ,[1.2.3] = × .[1.1.1] = 1× 
X8 = 1.3.2 [‏ . [3.2.1] × الواقعة فى الفراغ العادى (8) و[ 5 . إن كل متجه “[4.5.6] من 5 يمكن 
التعبر س یل ١‏ 
Jı + J2 + Yg + 3Y4‏ 
ه21 + yı + 2Y2 + 3Y3‏ = وکر + واو + ور + y1‏ 
¥4 + ولاك + هلاق + y1‏ 


+ 


وذلك لآن يجموعة المعادلات الناتحة 
@ = هلإ3 + هلز + Jı + Ja‏ 
yı + 2y2 + 3Yg + 24g = (i)‏ 
Yq = ©‏ + ولاك + Jı + 3J2‏ 
متوافقة وتكون المتجهدت ول .وا .32 .21 مولدة - ل 
إن المتجهين ,× و ول مستقلان خطياً فهما يولدان فراغاً جزثيا ( المستوى #5 ) من 5 نحوى كل متجه من 
الشكل .882 + وم حبث / و / عددانت حقيقيان . 


يولد المتجه وله فراغاً جزئياً ( الحط .4 ) من 5 وهو تحوى كل متجد من الشكل 4م حيث / عدد حقيى . 
أنظر المسألة ١‏ 


الأاساس والمصد ١‏ 


نمو ببع) فر اغ إمجاهى / أكير و ات ااا ا والواقعة فى ثلا أو بشكل مكاقء > أصغر عدد من 
المتجهات المستقلة خطياً يكى لتوليد لآ , فى عل المندسة الأولية ء يعتير الفراغ العادى فر اغا ذا ثلاثة أبعاد للنقط (© ,8 ,©) وسنعتبر ه 
هنا كفراغ ذى ثلاثة أبعاد المتجهات [0 ,8 ,4©] . إن المستوى # الوارد ف المثال ؟ ذو بعدين وإن الحط 2 ذو بعد واحد. 

يرمز لفراغ إتجاهى بعده م ومكون من ” متجها بالشكل ( )17/7 وعندما تكون م = ١‏ فن المقبول كتابة ( ۴ )/ 
بدلا من (7)17] 

تدعى أى مجموعة مكونة من م متجها مستقلة خطياً من ()/”/ا أساصاً هذا الفراغ . ويكون عندها . كل متجه من 
هذا الفراغ تركيباً خطياً وحيداً لمتجهات الأساس . إن لكل قواعد الفراغ (۴)⁄ عدد واحد من المتجهات وإن أى © متجها 
مستقلة خطياً تصلح أساساً لهذا الفراغ . 


مثآل ” . 
إن المحجهات ول .رل .ل الواردة ى الغال ۲ تولد 5 لأنه ممكن التعبير عن أى متجه “[م ,6 م] ءن 5 بالشكل : 
Ya + Ys ٠‏ + ( 
و + 22 + 1[ = ولور + رر + کر 
و + 32 + 1( 
وا *2لز[ +071 
3Y3‏ +272 +11 عز النقيض من (#) حل وحيد . إن المتجهات ول ,ر ,£ 





a 
إن محموعة المعادلات الناتحة , ط‎ 


© > ولا +32 +1( 
هى أساس الفراغ 8 . إن المتجهات ...ل ليست أساساً ل 5 ( برهن ذلك ) . إنها تولد الفراغ الحزئى ” من المثال 


۲ الذى أشاسة المحموعة ر XxX‏ 8 
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إن النظريات ”ا - / الواردة فى الفصل التاسع قابلة للتطبيق هنا طبعاً . على وجه الحصوص فإن النظرية 17 مكن إعادة 
صياغما على النحو التالى : ٠‏ 

1. إذا كانت مل ,... .ول ,و۸ هى مجموعة من المتجهات ذات ۸ مركبة على لم وإذا كانت ١‏ رتية المصفوفة 
ذات الدرجة ×" لمركبات هذه المتجهات» فإنه ممكن الاختيار »> من هذه المتجهات » ل 7 متجها فقط مستقلة خطياً 
تولد الفراغ V(F)‏ الذنى حوى اأ (#-7) متجها الباقية . 

أنظر المسالعين ٢‏ - ۳ 


إن لما يلى من نظريات أهمية خاصة : 
1]. إذا كان سک...., ×× هی ۳ حیثٹ ” < ۸ متجها ذات ۸ مركبة ومستقلة خطياً من ( )يرا وإذا كانت 1 
واس ترات و مار اخ أى (-م) متجها من ( ۴), ۲ أيضا وألى تكون محم ....m‏ 2 جموعة مستقلة 
خطياً فإن المجموعة × .... ,ے× ,× تکون أساس الفراغ ( #)برا . ا 
أنظر المسألة 6 
1]1. إذا كانت ...3.32 هى وم حيث #م < # متجها ذات ۸ مركبة ومستقلة خطيا على ١‏ فإن 1( م متجها 
î ٠.‏ 
ا Ss;‏ 2 => 


1-1 
تكون مرتبطة خطياً ذما إذا كان م < m‏ أو > عتدما يكون م < 71 إذا كانت رتبة المصفوفة | si‏ [ هى م حيث / < م 


IV‏ إذا كانت المتجهات ر .... ,ر× ,× ذات ۸ مركبة ومستقلة خطياً على سم ٠»‏ فإن المتجهات 
n‏ ع : زم ٠ ٠.‏ 5 . 
ajj Xj (i= 1,2, ...:)‏ < - ابلا تكون مستقلة خطياً في) إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) [رره] غير شاذة 


الفراغات الحزثية المتطابقة ٠:‏ 
إذا كان ( 7)۴ و (/)/ارر مراغين جزئيين من ( )برا فإنهما يكونان متطابقين ذم إذا كان (وإذا کان فقط ) کل 
) يحجه من (1/,)7 هو متجه من (21//')7 والعكس أى إذا كان وإذا كان فقط كل واحد مهما فراغاً جزئياً من الآخر . 
أنظر المسألة ه 
مجموع وتقاطع فراغين : 
ليكن (۴)⁄ , .(7۸)۴ فراغين إتجاهيين نمنى بمجموع هذين الفراغين مجموعة كل المتجهات [ ل كر حيث × 
(۴ ۸ و ۲ نن رم ومن الواضح أن هذا فراغ اتجاهى نسميه فراغ المجموع ونرمز له بالرمز (7)يرة7 . 
إن البعد ى لفراغ مجموع فراغين اتجاهيين لايزيد على مجموع يعدى هذين الفر اغين . 
ونعى بتقاطع فراغين إتجاهيين كل المتجهات المشتركة بين هذين الفراغين إذا كان كر متجها مشتركا بين هذين الفراغين 
فإن © مشترك بيهما أيضاً وكذلك إذا كان × و ۲ متجهين مشيركين بين الفراغين المذكورين فإن 817 + جه واقع 
ى تقاطعهما وهذا يؤدى إلى أن تقاطع فراغين اتجاهيين هو فراغ اتجاهى ندعوه فراغ التقاطع ونرمز له بالرمز (77)5 . إن 
بعد فراغ التقاطم لايزيد عن أصغر بعدى الفراغين المفرو ضين 
e A‏ م 5 5 
لا. إذا كان لفراغين إتجاهيين (۳ )7 و (۳)⁄ مجموع ( )يرا وتقاطم (1)7 فإن + ل ى - / + م 
مثال 5 : 


ليكن الفراغ الحزئف 54 المولد بالمتجهين ولد و وله من المثال ١‏ والفراغ الحزثى م5 المولد بالمتجهين 2 و يله . 
أن مما ۸ و × غير متطابقين ( برهن ذلك ) وما آن هذه المتجهات الأربعة تولد 5 فإن فراغ مجموع 71 و ,”7 هو 3 . 





اھ ہی ا ی ا ا س س 2222222 
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والآن ما أن يل = ر٭× - ,¥ 4 فإن ولا ينتمى فى الوقت ذاته ١‏ إلى ,× و ر2 إن الفراغ الحزئى (الحط .4 ) 
المولد ب يل هو إذن تقاطع الفراغين ,7 و #2 . يلاحظ أن بعد كل من ,۲ و ر هو 2 وأن بعد 5 بساوى 
3 بيما بعد .4 يساوى الواحد . وهذا يتفق مع النظرية ۷ . ) 


ابر اانه ب 
انعدامية ( صفرية ) مصفوفة : 
تكون حلول مجموعة متجانسة من المعادلات الحطية 0 - 46 فراغاً إتجاهياً نميه الفراغ الصفرى المصفوفة 4 . 
يسمى بعد هذا الفراغ والدى نرمز له بالرمز ر١‏ بصفرية 4 (انعدامية 4 ). ) 
وإدا تذ كر نا النظرية 7⁄71 من الفصل العاشر فإننا نحد : 

1. إذا كانت و هى صفرية 4 فإن المجموعة 0 = ×4 يكون ها ر حلا مستقلة خطاً ور اللا,.... .لا 
ونحيث يكون كل حل من حلول الحموعة 0 = 4¥ هو تركيب خطى لهذه الحلول وكل تركيب خطى طذه الحلول حل للمجموعة . 
إن أساس الفراغ الصفرى ل 4 هو أى مجموعة من بولك من الملول المستقلة خطياً ل 0 = ل4 . . Î‏ 
) ) انظر المسالة ٩‏ 
1 لأى مصفوفة 4 درجہا 7×۸ ورتبها بم وصفريتها م // تتحقق العلاقة : 


N = Rn )11.2(‏ + 4آ 
قوانين 7 Yl o‏ أمد ف > 


إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين من درجة # وكانت رتبتاهما على المر تيب رم و عم فإن رتبة وانعدامية حاصل 
ضر ہما 48 كقق المتباينات 


8 دس +بع > TAB‏ 


Ms ` 01.3(‏ < ورا TT Ms > N.‏ 
| نظر المسالة ٠١‏ 
وا + را < وام عد ' 
الأمسساس والأحداشيات : 
تسمى المتجهات ذات |( 78 مركبة : 
E, = [0.1.0....,0], ..., Ey, = ]0.0,0,....1[/‏ 1.0,0.....0[56] - 


لمج الأولى ذا ارق TT‏ ا o EE Ek,‏ م6 7 


يمكن التعبير عن کل متجه '[, ...و ر٭] = × من (#)برة بشكل وحيد » بالمحموع 
1 5 0 أ ره +" ... 4 2 + و ويد = X == xjE;‏ 
للمتجهات الأولية 0 ف هدد الال لسمى تسى ارات 7 n‏ ال 1 
سعتير بعد الآن > إلا إذا أشير بغر ذلك » أن کل ن X‏ ل او ا لأا 








احدائيات 2 بالنسبة للأساس £ | 
1 عد لسري 





لنفر ض أن Li Lah‏ أساس 7 خر د ( )يبلا . تو جد مقادير عددية وحيدة ,ر©.... و42 ۵ من ۴ حيث يكون : 


7 
=4 ۹ 








ana‏ سے 
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تسمى المقادير العددية بر©,...ود©,:© احداثيات المتجه ل بالنسبة للأساس Z7‏ . إذا کتبا , (چه ,... .يه .وهم - 32 فإننا جد : 
Z۰Xy (11.4)‏ ج ZnlXz;‏ ا l3‏ :2 سے X‏ 


حيث 2 هى مصفوفة أعمدنها هى متجهات الأساس ,2 ,... ب2 ,ب2 


مثال © . 
إذا كانت [ 1- .1-.1[ - و2 TS Z2 = oS E‏ = 24 ھی ان )ور وکان ]1,2,3 [ Xz e‏ 
هو متجها من (6)ورط منسوباً إلى هده القاعدة » فإننا نجد : 


1]|]1 1 2 
“[2-.1]7.0 = [0 = |1112- 2 1-|] ع 82[و2127272] = X‏ 
2- 3| |1- 1- 3 


منسوية للأساس E‏ َ 
| أنضر المسألة ١١‏ 
افرض آن ,# ,... .ر۴ .۴ س آخر ل (#) ,رلا وافرض أن | پرطو...ورطو ,ظط ] ح .برلا بحيث يكون : 


X = {RKB mI, = FX, )11,5( 
XS 2p e Vel, SOLS sS )114( نستنتج فخ‎ 
Xy = W7 .2.X, = PX; (116) 


حیث #17 = ۲ ويكون : 
ظ 1 إذا كانت دل و برل احداثيات متجه من الفراغ (۴) ١”‏ بالنسبة لأساسين هذا الفراغ فإنه يوجد مصفوفة 
فير شاذة 2 معينة بشكل وحيد بهذين الأساسين ومعطية ب )5-١١(‏ نحيث يكون Xx,‏ لطر جح إيلا. ٍ 
انظر المسألة ١١‏ 
١ |‏ - إن مجموعة كل المتجهات. [ 4 .و* .و* .:* ] - 2 حيث 0 ح ور + و× + × + ,× هى فراغ جزفى ا 
من ( 7)۴ لأن مجموع أى متجهين من هذه المجموعة وحاصل ضرب أى متجه مبا بأى مقدار عددى يكون متجها محموع مر كباته 
يساوى الصفر . أى أنها متجهان فى هذه المجموعة . 
1[ 3 1 


0 4 2 
+ - ما أن رتبة المصفوة إن ى ر تساوى 2 فإن المتجهات , 7[ 3 ,4,4 ,3] =× ,[1.2.2.1] = £ 


1[ 3 1 
و “[1.0,0,1] - بي مرتبطة خطياً وتولد فراغاً إتجاهياً ( 7 ) 1/7 أى أن متجهين من المتجهات المفروضة مستقلة خطياً وهذا 
يعنى أنه مكننا أن نأعد ,× و × ١‏ ,¥ و ولا أو رل و ول ٠‏ كقاعدة للفراغ الاتجاهى (72)7 . 


4 2 4 1 
أ 2 1 3 1 م - ٠م e‏ م 
؟-هاأك إمى م و , من الرئية الثائية فإن المتجهات ‏ [1.1.1,0] ,3 ٠‏ .[1-,4,3,2] -< و8 
2- 0-1-1 


[1-,2.1.0] - و 2-,4,2,0] - ,أ مرتبطة خطياً وأنبا تود فراغاً VF)‏ . 
بمكننا أن نأخذ كأساس هذا الفراغ . أى زوج من المتجهات الأربعة ماعدا الزوج ول و هل . 
4 - أنالمتجهات وا و دكا و وكا الواردة ف المسألة ۲ تقع فى (7) ,”3 . أو جد أساساً لهذا الفراغ . 
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بمكننا أن تأخذ أساساً هذا الفراغ المتجهات )1 ول ٠‏ [1.0.0.0] = ,4× و ]0.1-0.0[ = Xs‏ و XX,‏ 


[1.2.3.4] = × د [1.3.6.8] = ,× وذلك لأنالمصفوفتين | وى ,و2 | و [ دج ,×× | من الرتبة الرابعة . 


ه - لتكن [1,2,5] =¥ ,[0,0,1] = ,¥ ,[3,6,5] = و۸ ,[1.2,3] = ,[1.2,1] = ,) متجهات 
من (۴) و7 . برهن أن الفراخ المولد بالمتجهات و1 يل ول والفراخ المولد - بلمتجهين وآ و وآ متطابقان . 
لتلاحظ أولا أن ,2 و ولد مستقلان خطياً بيا ولآر + ,+ 2 = ولر وهذا يعى أن إل تولد فراغاً اتجاهياً بعد 2 
ولیکن .۲)۳ وأن 8 متجهين مستقلين خطياً يولدان فراغاً اتجاهياً بعده 2 ولیکن .(۴ )۷4ر 
بعد ذلك .2¥ - ¥ = ر× .4¥ - ي = × :× ×2 = ¥ .×$ - ولا = لا ر هكذا نجد أن أى متجه ي/1 8ل ,1ه 
من 2۷4(F)‏ هو مجه | 86([0+ه )4‏ ول (28 +28) من لاج ونجد بالطريقة ذاتها أن أى متجهيل[ 4 + ,× 


من (۴) 7 هو متجه ¥(4+24) - ¥( +) من ( )۳3ر وهذا يؤدىإلى أن الفراغين متطابقين . 


5 - (۱)إذا كان [ وعد × ,× ]| × واقماً فى (۴) 74 المولد بالمتجهين [1.1-.!]ح ولاو [2-,3,4] = × 


Xx 1 3 
x ~1 4 = “2, + و5‎ + xg = 0. فان‎ 
Xa 1 -2 


(ب) إذا كان [وعدوعدود,ج] ح ل واقعاً فى الفراع (2)7/ا المولدبالمتجهين[1,1,2,3]ح الا و 2,1[7-,1,0]يكا 


XxX 1 1 2 1‏ 
فإن 1 0 من الرتبة الثانية. مما أن ° ا مان ذلك يتطلب 0 ح ونه - ×4 +,×2- = |0 | و 
- 2 | 1 ' 
2 

a 2 <4 3 1 
x< 1-1 
x 1 0| = „+27 - ±4 = 0. و‎ 
X4 3 1 


إن هذه المسائل توضم أن كل فراغ إتجاهى KF)‏ بمكن تعريفه كجموعة كل الخلول على / المجموعة مكونة من ( م ) 
معادلة متجانسة ومستقلة خطياً معرفة عل ٣‏ وذات ۸ مهولا . 


غ 
۷ - برهن أنه إذا كان (1/”)7 , رما مجموع و تقاطع الفراغين الاتجاهين hik > s+ fF) : HF:‏ 
kK ۶ ٠ 8‏ 0 000 
لنفر ض أن ۸ = 1 فينتج عن ذلك أن (م) لا فراغ جز ی ت (ج)ككرا وأن مجموعهما هو “الا نفسه ويكون عندها 
S=k, t=h‏ و هذا يو دی أو .+ = + و مکن القاریء» أن يرهن على أن هذا يكو ن ععيحاً أيضاً إذا كان # ¬ 1 


لنفرض - بعد ذلك أن 1 < ۸و ۸<1 وليكن ,و... ورلو ,× مولدة ل .(۴ )4 من النظرية 1] . يوجد متجهات 


َ اده Kk‏ 
۸ا .... .و .و عيث تولد المجموعة ‏ 18.....دع7.ع.... .و1 الفراغ (كم) 8# كا يوجد متجهات 
k 00 ٠‏ 
e Lta1: 2 aro Zp‏ تو لد ا لحمو عد Zh‏ وعاع. اك X1. Xa. êê ê Xt.‏ الفراع (F)‏ 5 


لنفر ض الآن أنه يو جد أعداد © وأعداد م عيث يكون. 


2 h È 
2 ajj + ر‎ ajYj + 8 Da: = 0 (11.4) 
h 8 
Z ajXj + 2Z a;Y; = Z2 ~-b;jZ; أو:‎ 
121 i= t4 t= 4 





۰ 
ا 
أ 
ا 
1 
/ 


OS 200‏ ننم من 5 
٠‏ عه مس م م س یچ چیھ مسر سس ديم عها قط عير سم ٠٠١ ١...‏ هوا ليهو مسب ل نے ,۔ ھ بب سی اھ ليما 


I?‏ : |1011 111 2ك 
لدع ۰ے سے ب مو معد ل مسب عه اف م سب لهسي بسر ل م مد شيك وم قل پچ قا میں ی 
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أن المتجه على الشمال يتبع (4) أ » وبسبب الطرف الأمن مها ٠‏ فإنه يتبعأيضاً (7)4 . فهو إذن يتبم (1,)17. و لكن 
...و تولد الفراغ (12/)7 فينتج عن ذلك أن . .0 > يه ع ... ع وړږځ = ېڅه 
٤ #2 ۰‏ 
والآن من (11.4) 0 = 2Z ajj + 2Z b2j}‏ 
2+1 ]ا 1= 
ولكن اإ ك واا Z5‏ مستقلة خطياً فيكون إذن ;0 = Gy =a = ... = af = bug = Dag = ... = Dh‏ وهكذا 
تكون المتجهات 75 و ۲5 و × مجموعة مستقلة خطياً ومولدة للفراغ (۴),⁄ أى أن ۸+۴ وى قدتحققت . 


م - ليكن الفراغ الإتجاهى ( )75 الذى يكون [1,2,3] = X۸,‏ و [1,1,1] =× اسا له والفراغ 
الإتجاهى 21/0 الذى يكون [3.1.2] = ¥“ OTT‏ 2 أساساً له . مما أن مصفوفة المركيات |0 
1 

من الرتبة الثالثة فإن فراغ المجموع هو (7)ورا. ممكننا أن تأحذ ول و ول و 30 كأساس له . 


ينتج من. م + و = + أن فراغ التقاطم يكون (121)5 . لكى نوجد أساساً نساوى بين تركيبين خطيين للمتجهات 
٠.‏ ْ 1 2 5 
منسوبة إلى أساس كل من (1/5)7, و (۴ )۷ بالشكل التالى : 
ولاكل + ولام = ولام + aX‏ 
a+b- 3C - 7}‏ 
التأخذ 1 ع 4 للتيسير » ولنحل مجموعة المعادلات ‏ 0 - م 20+65 > فنجد .2/3 دعم ,4/3 - 5 ,1/3 - م 


Ja +b - 2C = 1‏ 
أى أن “1:31-.2/3-.1-] - ولام + 3ه قاعدة لفراح التقاطم ونحد أيضاً أن المتجه >[ 3.2,1 ] قاعدة للفراغ المذ كور . 


- أوجد أساس الفراغ المعدوم للمصفوفة 2 


دن ی مم ين 


1 3 
0 2 
1 2 
1 3 


هم وح 09 سم 


x + 2x4 + Xa = 0 


ر 0 ك 4 ال ى ارا لج | وا ا اف 
xa + xq + 2x4 = 0 0 :‏ 


للمصفوفة 4 تتكون من الخلين المستقلين خطياً لهذه المجموعة وهما : [1-,1,2,0] و [1,0-,2,1] . 


ب 


E EES و‎ 


فر 9 2ات لرن ا 07 ٤‏ نتكون ال ر صفا الأول من 48 ھی ا ٣‏ صفا الأول من 8 بيا 
0 0 
تكون الصفوف الباقية أصفاراً . من المسألة ٠١‏ من الفصل الحامس تكون رتبة 48 محققة للعلاقة ۸- ٣g‏ + ±4 48 
لنفرض ». بعد ذلك » أن 4 ليست من الشكل السابق الذكر فيوجد إذن مصفوفتان غير شاذتين ۲ و @ بحيث يكونل 40م 
ذلك الشكل با تكون رتبة ۶۸408 مساوياً على الام رتبة 48 ( لماذا ؟ ) 
بمكن للقارىء أن يعتير الحالة الحاصة الى يكون فيها 1 ع 8 
١١‏ - ليكن المتجه [2.1 ٠].‏ ننسوباً للاساس £ . أو جد مركباته منسوباً للأساس الحديد ,/[1,1,0] -27 ٠‏ 


az ls عضوم هه‎ 


جمس بي 2-1 2 ey‏ 3 الإ سه قا 


ع جب كمه ل سه ديات جا E EER‏ چ 


| 


ا 
| 
١‏ 
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الحل )١(‏ لنكتب : 


1 1 1 1 [ = م +م + مي 
e2:‏ 2 2 = ینہ أ 
(9) .و2ء + و52 + ,2ه - 2 ڑ٦ all| + blo} + c|1|‏ 2 كينتج 2 - >+ 4 4 ,ونجد أخيراً.1- - 5 .0 -ه 
1 1 0 1 [ - م +هم 
2 > > ويكون [Ol‏ = و4 نتسوا للأشامن 4 





الحل (ب ) بإعادة كتابة )1( بالشكل ZXg.‏ 2000 2 چ فيكون : 


1 0-11 

18 7 

XX, = ZX د‎ 1-1 0112| - ]0-12[ 
-1 1 11 


؟١ ‏ افرض 32 و برلا كاحداثيات المتجه 20 بالنسبة للأساسين ,1,1,0[7] - 727 ` [1.1.1] = و2 2-10 


Mh = [1.1.2], = (2.2.11, 1-1‏ عبن المصفوفة 2 عيث يحون ج216 - برلل 


1 2 1 2 2-3 
ما أن .أ1 0 1 - 2,2281[ = Z‏ , |ج < 1]|-عطا و .0-1 2 ل - 77 
1 1 0 2 1 12 0 3 3- 
1 4 1- 
فإنه يكون |1 1 2 #52 - م استناداً إلى 00 
0 3- 0 


مسائل أضافية 


۳ - ليكن 7[ يديه .*] متجها اختياريا من (8) 8 حيث 4 ترمز لحقل الأعداد الحقيقية بين أى من 
المحموعات التالية فراغات جزئية من (7⁄,)۸ ؟ 

21 - 22 - جميع المتجهات الى يكون ها 4* 2 و«‎ )١( 

(ب) جميع المتجهات الى يكون لما .2*4 - و* X1 = X2.‏ 

( ج ) جميم المحجهات الى يكون ها 0 = هيج ٠‏ 

( د ) جميع المتجهات الى يكون ها | = ,× 

(ه) جميع المتجهات الى يكون هنا 4× .× .× .1× أعداد صحيحة . 

الحواب : كلهاعدا( د)و (ه)فراغات جزكيه . 


14 - برهن أن [ 1.1.1,1] و [2.3.3.2] أساس 2 الوارد فى المسألة ۲ 


٠‏ - عين بعد الفاغ الإتجاهى المولد بكل واحدة من مجموعات المتجهات التالية ثم اخير أساساً لكل منها 


[1.1.1.1] [1.1.0.-1] [1.2.3.4.5 J 
[3.4.5.6] (ب) + [1.2.3.4] زجع‎ 54331, (CO) 
[1.2.3.4] [2.3.3.3 []1.1.1.1.1 [٥ 

E lh 
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المواب : () > (ب) > (+) 2= 
١‏ - برهن أن المتجهين [1.1-.1] = ,× و [2-.3.4] = ر× يولدان الفراغ ذاته الذى يولده المتجهان [ 1-.9.5] = ۲١‏ 
و ]11.3-.17-[ Y=‏ 
(ب ) برهن أن المتجهين “[1,1-.1] - رلا د [2-.ي.3] - ر لا يولدان الفراغ ذاته الذى يولده المحجهان [2-.2.2-] = ۲١‏ 
د ]4.3.1[ = 
۷ - برهن أنه إذا كانت مجموعة المتجهات ‏ <.....و×.X‏ أساساً للفراغ (76)۶ فإنه بمكن كتابة أى متجه 
آخر 7 من هذا الفراغ » بشکل وحید › ك رکیب خطى ل .4 .... .و۸ .1× 


3 3 
إرشاد : افرض أن رة < ززه < = ۲ 


2 j= 
لتكن المصفوفة ذات الدرجة 4 × 4 متجهات أععدتها هى متجهات أساس الفراغ (۸)⁄ من المسألة ۲ أساس‎ - ۸ 
الفراغ (72)8 من المسألة © . برهن أن رتبة هذه المصفوفة تساوى 4 . وهكذا يكون (8)يا فراغ مجموع الفراغين‎ 
. المذكورين و (4)۸⁄ » فراغ الصفر › هو فراغ تقاطع هذين الفراغين‎ 
. 111 تتبع البر هان المعطى فى المسألة ۸ فى الفصل العاشر لمر هان النظرية‎ - ۱۹ 


[1.0.0.0.0]7. [0.0.0.0.1]7. [1.0.1.0.0[7. ]0.0.1.0.0 [٤ ]1.0.0.1.1 برهن على أن بعد الفراغ المولد ب[‎ - ٠ 
[1.0.0.0.1], [0.1.0.1.0]. [0.1.-2.1.0]. [1.0.-1.0.11, ]0.1.1.1.0[ هو البعد الر ابع وأن بعد الفراغ المولد ب‎ 


هو البعد الثالث . برهن أن /[1.0.1.0.1] و [1.0.2.0.1] بي لفان أساساً لتقاطع هدين الفر اغين 
۲١‏ - أوجد » بالنسبة للأساس “[1.2,2] - و2 [2.2.1] - و2 1.1.2[7] - ,م » احداثيات كل من المتجهات : 
)1( ]1,1,0[ (ب ) [,1,0,1] (ج) [1,1,1] 
الحواب (1) .[1/3.2/3.0-[ )¬( ,]1-.4/3.1/3[ )+( ]1/3.1/3.0[ 
۴ - أوجد بالنسبة للأساس “[3.2,1] > و2 [1.1.1] = ر2 .[0.1.0] - ,< احداثيات المتجهات 
(1) [1,0-,2] (ب) [3,5-,1] (+) ]0,0,1[ 
الحواب )'( DI.‏ (ب) ‏ (2[2-.6.7-] ( ج) 1/2[2-.1/2.3/2-] 


2ı = [0.1.0]. Z, = [1.1.01 24 = ]1.2.3[ (ب)‎ 2Z, = [1.0.0]. ك‎ Z4 = [1.1.1] 
W = [1.1.0]. -({1.1.1], ¥= [1.2.1] ° 7 F = [0.1.01 - [1.2.3]. ¥= [1.-1.1J 
0 1 3 5 5 4 | 
| : ) (ب‎ iT )١(  باوحلا‎ 
3 2 


2 ا 1 0 1 


7 
٤‏ - اثبت أنه إذا كان ب حلا المجموعة .("... 1,20 -()6:2 - م فإن بطرم 2 


: ر‎ 
t=1 

H — (hk, hy. ....h,] . حل للمجموعة حيث‎ 

H = hE, + hE, + .** + إرشاد : بوك بره‎ 

۵ - يسمى الفراغ ال E 4 E‏ 


لأعمدة ل 4 4B TT‏ واقعة فى فراغ الصفوف ل كل . 








۱.٤‏ الفصل الحادى عشر : الفراغات الاتجاهية 


۲٦‏ - برهن أن المحوعة #1 = ×4 المكونة من ™ معادلة غير متجانسة ذات #™ مجهولا ء تكون متوافقة فما إذا 


كان ( وإذا كان فقط ) المتجه ٨7‏ منتميا إلى فراغ الأعمدة د 4 . 


0 11 1 1 1 1 
+ - أو جد أساس الفراغ المعدوم للمصفوفتين ( ا ) .|1- 1 0| (ب) |2 1 2 1 
) 1 10 4 3 4 3 

AA ATE ]1,1,-1,[ )1( المواب‎ 


الإرشاد : (1أون -م ع وبرلا + هيم”<ي4” م م, 


(ب ) اعتعر (و ورمم) وطبق النظرية الواردة فى المسألة ٠١‏ 


. ۾ م أعد حل المسألة رقم د‎ - ]١ × ۷, مستمملا فقط تحويلات أعمدة على .[ر۲‎ ٠١ استنتج طريقة لحل المسألة‎ - ٩ 











الفصل الثائعص 
التحويلات الخطبة 


لکن .ا و eal‏ = ¥ متجھین من (/)ير/1 حيث نسبت احداثيانها لنفس الأساس هذا 
الفراع و لفن "أن اسجداقاتك ¥ وااات ۴ مر تةي ما ا باي ٠ ٠‏ 


(1 > 0131 + ج0122‎ + °°° + Cp Xn 


(12.1) بولابسية + ٠٠٠١‏ + يودوية + 231ووة > بغ 


© :© يهن 64+ ضهج * 664 هه © *# 6ه >ج هو هده هه هه هه جع © »*:ه © ده ه 


أو بشكل مختصر 
YY = AX‏ 
حیث [رره] ح- 4 معرف على / . إن (12.1) تمثل تحويلا “3 مول بصورة عامة أنى متجه ل من (/) ,رلا إلى 
( عادة )متجه آخر الآ ءن الفراغ نفسه يدعى المتجه الثانى خيالا للأول . 
وإذا حولت (12.1) المتمجه ¢ إلى ١2‏ و 0 إلى 2 فاا : 
(ب) تحول ر×ط !ل ,له إلى وق -ل © مهما كان المقداران العدديان © و 2 هذا السبب سمى هذا التحويل خطياً . 


مثال ١‏ : 
| 2 1 1 
أعتبر التحويل الحطى 5# 2 ]1] - 2زم - 7 ف الفراغ العادى (۸)و/ 
3 3 1 


1 1 2| و]‎ 12 
Y = |1 2 s| |0| = |27| = ]12.27.17[. إذغيال [2,0,5] = هو‎ )١( 
1 3 3|5 17 


1 2 4 ]|21 1 1 
(ب) نحصل على المحجه + الذى خياله [5 ,0 ,2] ح ۲ نحل المجموعة .|0] = |د×| |5 2 1| حيث : 
5 ]| [3 3 1 


112 2Î} j1 0 0 13/5 
1 2 5 0[<-10 1 o0 11/5. X = [13/5.11/5.-7/5 J. 
1 3 3 5| |0 01 -7/5 








١.‏ الفصل الثانى عشر : التحويلات الخطية 
نظريات آاساسية : 


إذا فرضنا فى (12.1) أن ٤,‏ = [1.0,...,0] = £ فإن [ي,» ,...,ويه ,ويه ] - 7 ربصورة عامة إذا كان 
X = E;‏ فإن ٠‏ [زي9 , ...زوه ,ويه ] = أن ٌ 


[- يتعين التحويل الحطى (12.1) تعينا وحيداً عندما نعرف أخيلة قاعدة الفراغ الإتجاهى الذى عرف عليه هذا التحويل . 
أن أعمدة المصفوفة 4, هى على المر تيب احداثيات أخيلة هذه المتجهات . ) 
انظر المسألة ١‏ 
يقال عن التحويل الحطى (12.1) إنه غير شاذ ذما إذا كانت خيالات المتجهات المتميزة ,ل هى متجهات #تلفة متميزة لآ 
زا0 الا که تست هذا اتعويل بان فاد 1 
1 - يكون التحويل الحطى (12.1) غير شاذ نما إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) المصفوفة 4 > مصفوفة التحويل الحطى 
غير شاذة . ) 
انظر المسالة م 
11 - حول التحويل اللعلى غير الشاذ مجموعة مستقلة ( غير سعقلة ) خطيا إلى مجموعة مستقلة ( غير مستقلة ) خطيا . 
انظر المسالة م 
ينتج عن النظرية 111 مايل : 
۷ - بتطبيق التحويل الغير شاذ (12.1) فإن خيال فراغ ( )ما يكون فراغاً إتجاهياً (7)*ا أى أن بعد 
الغراغ الاتجاهى قد حفظ . بصورة خاصة إن التحويل الحطى ل (#)ير 17 هو تقابل لهذا الفراغ مع نفسه . 
عندما تكون 4 غير شاذة » فإنعكس ‏ (12.1) 
X = Ay‏ 
حول المتجهات ,¥ ,... ,ر۲ ,¥ الى تكون مركياتها هى أعمدة 4 إلى متجهات أساس الفراغ الإتجاهى . وإن هذا 
التحويل هو تحويل خطى أيضاً . : 
لا - إن من الممكن إيحاد تحويل خطى غير شاذ حول مجموعة المتجهات الأولية ;5 للفراغ الإتجاهى (#)يرا إلى أى 
مجموعة مكونة من 7 متجها ذا 7 مزكبة مستقلة خطيا والعكس صحيح . 
[لا- إذا حول ×4 =۲ متجها + إلى متجه لا وإذا حول 7-87 المتجه لا إلى 27 وإذا حول #W = ٥Z‏ 
فان /[(4 8) - 8۷ = 7 حول ¥ إلى Z‏ وإن ×(€84) - س عول ¥ إلى # . 
1 - إذا أعطيت مجموعتان تتكون كل واحدة منها من # متجها ذات # مركبة مستقلة خطيا ٠‏ فإنه يوجد تحويل خطى 
غير كاذ حول متجهات احدة دنا إلى متجهات أخري.. 


تغبر الأساس : 


لنفرض أن 41/2 ح ءا تحويل خطى للفراغ الإتجاهى (/)ير/1 «نسوباً للأساس 2 . ولمتفرض أنه قد تغير الأساس 
ولتفرض أن برل و بير8 تمثل احداثيات يلار و 2[ ف الأساس الحديد . استناداً إلى النظرية 77111 من الفصل ١١‏ »2 يوجد 
مصفوفة غير شاذة ‏ نحيث يكون 21ح برلا و ا طرحرظ أو يوضم 2-1-0 بحيث يكون 
برل © = X,‏ و اسلا 0 ح دحآ 
فإن ,8% = ,40% 0°( = Q0 ¥, = (04K,‏ >= بل( 
شيك 00 - 8 


)12.2( 











الفصل الثانى عشر : التحويلات الخطية 1.۷ 


ااا کک ا 

نقول عن مصفونی 4 و 8 أنهما متشامهتان وما إذا وجدت مصفوفة غير شاذة © تحقق العلاقة © 4 '- 0 - 8 و بذلك 
1 إذا كان ج41 دي تحويلا خطيا ل (7,)۴ بالنسبة لأساس معين ( الأساس 2 ) وإذا کان +8 = ۲ 

التحويل الحطى ذاته بالنسبة لأساس آخر ( الأساس 19/7 ) ذفإن 4 و 8 تكونان متشاهتين . 

ملاحظة : 

ما أن ۲-1=@ فإنه من الممكن كتابة (12.2) بالشكل 1-صرصم-8 . سنقدم فا بعد دراسة للمصفوفات المتشابهة 

وسنفضل كتابة ۸-14۸ = 8 عل الكتابة 845-1 = 8 وذلك لبر رات غير إلزامية . 


مثال ۲ ۰ 
3 1 1 
لیکن |1 2 1 عم د 0 تحويل خطى بالنسبة للأساس 8 ولنفرص أن 
2 3 1 
[1-.1-.1] = 7 1-127] 2و8 ,]1.2.1[ = ,¥ أساس جديد )١(‏ أعطيت المتجه [3,0,2] 
ل فأو جد احداثيات خياله بالنسبة للأساس # . (ب) أوجد التحويل الحطى 8سس۲ الناظر للتحويل الحطى 
4¥ = ۲ . (ج) استخدم نتائج (ب) لإبجاد الخيال ۲ للمتجه [1,3,3] = ٭ 


| 1 1 1 0 3 3 
اكتب | : 1 2| =(« 8ه - # لماستسج |3 2- 1|و-”” 
1- 2 1 3- 1- 5 


6 إن للمتجه 7[ 3,0,2 ] = ل بالنسبة للأساس W‏ الاحداثيات : [1,1,1] = “٣×‏ ۳ د کر وإن خيال 
× هو [9,5,7] سب 4¥ =۲ الذى يكتب بالنسبة للأساس 87 بالشكل >[19/9 , 20/9 , 14/3[ — 1 72-1 ع يرط 





5- 21 36 
1 1- ب 
(ب) سرة|11- 10 21 أل = Jy = WY = WAX = (WP AW)Xg = BX,‏ 
1- 23 3- 
6 [15]]1- 21 36 
2051م - |:| -|:|[1- م :دلج - م 
?ا |1]]3- 23 3- 
انث المسألة ه 
مساتل محلولة 


Es ڪھ‎ [3,1,2] dl E, < ¥, = [ 1,2,3] إلى‎ E, التحويل الحطى 4¥ = ۲ الذى عول‎ نيع)١(‎ ٠ 
إلى [2,1,3] = و۲‎ 

(ب) أو جد أعيلة المتجهات [1,1ر1] = ب » [1,4- ,3 ] = × و [4,0,5] = و& . 

(ب) برهن أن ,ا و يذ مسعقلان خطيا وأن خيالبهما أيضاً مستقلان خطيا . 





۱.۸ الفصل الثانى عشر : التحويلات الخطية 
( د ) برهن أن إل ٠‏ يا و ولا EOE‏ 
2 1-3 
)١(‏ من النظرية 1 يكون [7,.12.35] - 4 وتكتب معادلة التحويا. الحعلى بالشكل .|1 1 2]- 483 - 7 
2|1 3 1 8 
(ب) إن خيال [1,1,1] = ,× هو [6.4.8] = | 1|1 1 2| = ,۷ ٫حیال‏ × هو |8,9,19|= ۷ وخيال 
3I1‏ 2 3 
و × هو [14,13,27] = ر۲ 
3 1 8 6 
( ج) إن رتبة المصفوفة 11- 1 = [ء×.,X]‏ تساووى 2 وكذلك رتبة المصفوفه او 4|-[75.71] ساوى 2 
4 1 9 8]: 


إذن المتجهان ,لكر و دل مستقلان خطاً وكذلك يكون خيالاهها مستقلين خطيا 
( د) علينا أن نقارن بين رتبى المصفوفتن [ول,رل,,×] و [و۷ ,د١۲‏ ,,۲] وعاأن ر ×+ ,×= ولو ر۲ + ولا و۷ 
فإن كلا من المحموعتين مر تبطة خطياً . ) 
؟ - برهن أنه يكون التحويل الحخطى (12.1) غير شاذ ذما إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) 4 غير شاذة . 
لنفرض أن 4 غير شاذة وأن تحويل ولأعحوءلا ها ث4 ع ,]4 دلا فيكون 0 ح (ويل-,ل) 4 ويكون 
نجموعة المعادلات المتجانسة 0 = ×4 حل غير تافه هو ولول -- كر وهكذا ممكن وما إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) 
0 = | 4 | :هذا مخالف لما فرضناه من أن 4 مصفوفة غير. شاذة . 
۴ - برهن أن تحويلا خطياً غبر شاذ فول ی ا 
لنفرض العكس هو أن الأخيلة ,416 حرط حيث رم.....1.2 - ) لمجموعة المتجهان المستقلة خطياً 11..62.....32 هى 
مجموعة مر تبطة خطياً وهذا يعنى وجود مقادير عددية م51.52.....5 نيست كلها أصفاراً بحيث يكون 


م 
0 = مامد + ۰۰۰ + ولوک + ړګ = sS;‏ 0 
أو ۶ 
0 = مم5 + ...ا م A(s1 + AE‏ = 2 )5 3 
بما أن 4 غير شاذة فإن .0 = م و + ۰۰۰ + ډک + وکوک . ولكن هذا مناقض لما فرضناه من كون X;‏ فة خا 
وعلى ذلك فإن ز۷ مستقلة خطياً 
4 - إذا علمت أن تحويلا خطياً ل ۲۸4 مول المتجه X,=]1,0,1[‏ إلى [1 - ,3 ,2] والمتجه 1[7 ,1 ,1] - را إلى 
[,2- ,0 ,3[ والمتجحه ]1-,1,2[ = Xx‏ إلى 1[7- 7 ,2-] قاد عد ااه المتحهات E>2,E3‏ رط وا كتب معادلات هذا 
التحويل . 
a+b+ € = 1‏ 
إذا فرضنا ع = و)ء+ر×ط+,جه فإننا جد م0 ع2 + م رمنه .3= .1=( .ۆ- ده آی أن 
a+b Cc =‏ 
ولا + 2× + × 4- = £ وخياله هو [2-.1.2] = [1-.2.7- ]4+ [2-.3.0] + [1-.2.3]ۋ- - ١‏ وبالمځل فإن 
خيال رط هو [3,1 ,١1-]=ر۲‏ وخيال ول هو إ1 ,1,ا] .- ولا وتكون معادلات التحويل الحطى المفروض هى : 


1 -1 1 
Y = [Y,. Yo, 1 = 2 3 1 X 
-2 1 1 








FERATE NEES 


اللاو و ی ن م 





الفصل الثانى عشر : التحويلات الخطية ۹ 
2 1 1 

ه - إذا كانت رل1 2 2|= ر4 = 1 نحويلا خطياً بالنسبة للأساس 2 المعرفة فى المسألة ١١‏ من الفصز 
2 1 3 


. »ع أوجد نفس التحويل م81 ح برلا بالنسبة للأساس # الوارد ف المسألة المذ كورة ذاما‎ ١١ 


1 4 1- 
١‏ 3 :. َ | 
نستنتج من المسألة ٠١‏ من الفصل ١١‏ أن ,}1 1 2 SS‏ 4 
0 3- 0 
اك 1 1ت 
1- 
Q۸,‏ = ,|1- 0 0 ع ولام د وير 
3 21 
6- 14 2- 
1- 1- 
و ,9 14 7 ع Jy = PY, = QAX, = Q°40X,‏ 
3 9- 0 


مسائل اضافية 


٠‏ - ف المسألة ١‏ بين (! )أن التحويل الوارد فها غير شاذ (ب) وأن التحويل 4-47 لا عول متجهات أعدة ى إل 
المتجهات الأو لية . 

۷ - مستخدماً التحويل الوارد ف المسألة ١‏ أوجد (ا) يال [1,1,2]=¥ (ب) المتجه + الذى خياله [5-,5-,2-] 
الحواب )١(‏ [8,5,11] (ب) [1,2- ,3-] 

م - أدرس تأثير التحويل و 8 4 م8 و 178 #67 ب 

4 - عين التحويل الحطى الذى يحول ٤,‏ إلى [1,2,3] ود إك [,3,1,2] و وګ إلى [1-,1-,2] ثم بين أن هذا 
التحويل شاذ ونحول المتجهين المستقلين خطياً [1,1,1] و [,2,0,2] لمتجه واحد . 

٠‏ - افرض أن (12.1) غير شاذ » وبين أنه إذا كانت المتجهات رل,...., رلور« مر تبطة خطاً فإن أخيلها 
...د١‏ و۲ ٠‏ تكون كذلك مر تبطة خطياً . 

. لايتغير بعد فراغ إتجاهى‎ ٠ استخدم النظرية 111 لتبر هن أنه من خلال تحويل خطى غير شاذ‎ - ١ 

إرشاد : اعتبر أخيلة أساس الفر اغ (۴) ,7 


0 1 1 
٢۴‏ - بإستخدام التحويل المطى ×| ر و د | ۲ برهن )١(‏ أن هذا التحویل شاذ 
5 3 2- 


(ب ) إن أخيلة المتجهات المستقلة خطياً [1,1,1]= ,× و [2,1,2] > کو [1,2,3] ول هى متجهات مرتبطة خطيا 
( ج) إن غيال (7)۸ هو (۸) ”و7 


: 
1 


١ 
ا‎ 
| 








.11 الفصل الثانى عشر : التحويلات الخطية 
3 11 
م١‏ - بإستخدام التحويل الخطى ×4 2 1| - ۲ بين أن )١(‏ إن هذا التحوين شاذ . (ب) إن خيال كل متجه 
٠ 1 1 3‏ ْ 
آل 


من (76يز المولد بالمتجهين -[1,1,1]و [3,2,0] ينتمى إلى الفراغ (73)۸ المولد ب [,7,5ء5] 
١4‏ - برهن النظرية : 9/11 ! 


إرشاد : لتكن ,+ ؛ ب حيث («...,1=1,2) مجموعى المتجهات المفروضتين وليكن 44 - 2 التحويل المحطى 
الذى حول الحموعة زل إلى ا مجموعة ب و Z‏ 8 = ۲ الذى يحول ره إلى ;۲ 
ه٠‏ - برهن أن المصفوفات المتشاهة تكون محدداما متساوية . 


! 

1 

١ 1 2 3 

4( - ليكن ×|1 2 3|- ×۸4 - 137 تحويلا خطياً بالنسبة للأساس كر وبفرض اختيار الأساس الحديد ' 
1 1 1 ا 


[111]- م2 [1.0.1] و2 1.1.0[6] 2 :02 لنفرض المتجه “[2,3 ,1]- كر منسوباً للأساس 8 بين أن : 
)١(‏ إن [10,6 ,14 ] = ۷ خيال + من خلال هذا التحويل . 
(ب ) وإنه إذا نسبنا إلى الأساس الحديد فإن احداثيات 6 تكون [1,4-.2-] - دل وتكون احداثيات ۷ هى 
[8,4,2] ع ولا 


1- 60 1 
(ج) وإن لامع يلا و اطديلا حيث * [و2.و2102] - |0 1-1 |-م 
1 1 ]1~ 
9) :2-0540 حي 1-:ط .0 
0 1 1 
- ليكن التحويل القطى ‏ يا ]1 1 0]| - بط منسوباً للأساس [1,2-,0]= ,¥ › [4,1,0] حيار 
۰ 1 0 1 


[4-,2,0-] = و¥. اکتب مشيلا منسوباً للأساس 2 حيث 
الحواب : ]1.2.1[ = 24 ,]1-.1.0[ = 2ı = [1.-1.1], Z2‏ 


م٠‏ - إذا كانت 'ى تحويل خطى 4 د ۲ المصفوفة 4 شاذة »> فإن الفراغ المنعدم المصفوفة ۸4 هو فراغ 
إتجاهى يتحول كل متجه منه وفوق هذا التحويل إلى المتجه الصفرى . عين الفراغ الصفرى ( المنعدم ) التحويلات : 


3 2 1 
(1) الوارد نى المسألة ١‏ (ب) الوارد فى المسألة ۴إ (ج) .|6 4 2| =۲ 8 
9 6 3 1 
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الحواب : (1) (2) 14[ المولد ب [ ,1,1- ,1 ]| 
(ب) (۸) 71 المواد ب [1-,2,1] 
(+) (۸) #7 المولدب : '[1,0-,2] و 1[7-,3,0] 


ور - إذا حول رط كل متجه من الفراغ الإتجاهى 17 إلى متجه من هذا الفراغ ذاته . فإننا نقول عن الفراغ 
إنه فراغ لامتغيو التحويل . بين أنه ى الفراغ الحقيق (۸) و بتطبيق التحويل الحطى . 
1- 0 1 
)١(‏ +1 2 1| ۲ الفراغ إ١‏ المولدب [1,0-,1] والفراغ إ۷ المولد ب [2-,1-.2] و إلا المولد ب 
3 22 
[2-,1-,1] هى فراغات إتجاهية لا متغيرة . 
2-21 


(ب ). .|1 3 1| = ۲ الفراع ل والمولد ب [1.[1.1] والفراغ 7 المولد بالمتجهين [1-,1,0] 
122 


و [ 1.0-,2 | هما فراغان لا متغير ان اللتحويل المفروض . ( لاحظ أن خيال كل متجه من 25[ هو هذا المتجه نفه ) . 


0 0 01 
Hos < 0 0 1 0١.‏ ت E 1 a‏ 
(+) ا ل جد Rp ON‏ و او ل ار ي 
4 46 1 
٠‏ - أعتير التحويل الحطى × ° = ۲+ : Jx‏ حیٹ (1,2,.....۸=]) وفيه ...ودل تبديل ل 71,... ,1,2 


١ (‏ ) صف مصفوفة التبديل م . 

(ب) برهن أنه يوجد ! ۸ مصفوفة تبديل من الدرجه ۸ . 

( ج ) برهن أنه إذاكان كل من :8 و و2 مصفوفِى تبديل فإن و م عدوم و ,طم صتوط هما مصفوفتا تبديل أنه 
(د) برهن أنه إذا كانت ۶ مصفوفة تبديل فإن “2 مصفوفة تبديل و 7س دصرم 

(ه) برهن أنه يمكن التعببر عن كل مصفوفة تبديل / كحاصل ضر ب مصفوفات أعمدة أو لية اص كط 200 مووي ,ويك 


( و ( ا کي Er,‏ ا E:‏ م 8 حيث lS ale‏ ديل ل 1,2,...n‏ و جیب Er;‏ المنتجهات الاوليه 


للع 14 


ذات ال م ماكة 2 أو حدقاعدة ( عم القاعدة “صر ب8-1) لكتابة 4+ . مثال ذلك . عندما يكون 4=" 


p٣ [£a. E2. Ea E,]. ع م ون‎ [E a. E2, E1, Ea). وإذا كان‎ e (Ze. Eg. Er, Ea]: فر‎ ۴ = [Ea. E, Eu E+]. 





٠‏ هم 
المصلالثا ككس 
المتجهات على الحقل الحقيقى ظ 
حاصل الضرب الداخلى : 


فى هذا الفصل نعتير كل متجه متجها حمّيقياً کا نتر (8)برلا الفراغ الإنجاهى لكل المتجهات الحقيقية ذات ال # مر كبة . 


إذا كان [ م [y1 2...1 × = ] ×1, ×, ٠...‏ = ۷ جهن من (),⁄ فإننا نعرف حاصل ضر بهما الداخق 
بأنه العدد ) 

X.Y XJ + XoJg + °“ + Xn )13.1( 
١ مثال‎ 

المتجهات [2.1-.1] = ولا [2.1.2] ع و /[1.1.1] > ول ١:‏ يكون 

)!1( 5 = 12 + 10-1 + 1-2 ع 10035 

(ب) 0 = 11 + (2-)1 + 101 1 ١‏ ول 

rk = D1 + 11 + I1 = 3 (=) 

(د) (ر×-,%)2 = 10 = 4 + 12 + 14 = 22 
ملاحظة . 


يعرف حاصل الضر ب الداخلى فى أغلب الأحيان بالشكل 
X.Y = XY = YX (31)‏ 
إن إستعال الرمز ۷و ×۲ مفيد ولكن ۷ × و ×۲ مصفوفتان من الدرجة 1 ×1 بيا ۲.* هو عنصر المصفوفة . 
tu‏ (13.1) ى هذا الفصل وفقاً لهذا المفهوم . يستعمل مؤلفون آخرون الرمز ۲| بدلا من <۲١‏ ى تحليل المتتجهات 
يسمى حاصل الضر ب الداخلى الضر ب القيامى . 
إن قواعد حاصل الضر ب الداخلى بادية الوضوح 
XX = Ki, XKyckKg = KX, “X9 ()‏ ْ 
)132( )ب( X (Xa+ X0 = (K+ XX = XX, + XX‏ [ ئ 
(K+) (Xa +X) = Kg + XX + Kg Xg + XX, (=)‏ : 


المتحهات المتعامدة : 


نقول عن متجهين 6 و ۲ من 7)۸١‏ إلهما متعامدان فيا إذا كان حاصل ضر بهما الداخلى مساويا الصفر . إن المتجهين 
X‏ و € من المثال ١‏ متعامدان : 


طول المتجه : × من (7)۸ الممثل ب |[ ||يمرف بالحذر الثر بيمى لحاصل الضرب الداخلى المتجه ل بالمتجه 8 آى : E‏ 


(0133 ريا بت بتو - Xl = VX‏ 
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اااا و ا س 


مثال ۲ : 
ينتج من ( ج ) من المثال ١‏ أن 3 ثيه - || | 1 
انضفر المسالتين :تم 
XY = dllXx+Yl? — ||| - llr?! (13.4)‏ 
يدعى المتجه + الذى طوله ١‏ =إ| × || متجه الوحدة إن المتجهات الأو ليه ;£ أمثلة من متجهات الو حدة . 
متباينة شوارز : إذا كان × و ¥ متجهين من (۸),⁄ فإمهما تحققان : 
(XY < NANNY )13.5(‏ 
أى أن القيمة المددية لحاصل الضر ب الداخلى لمتجهين حقيقيين لاتزيد عن حاصل ضر ب طولى هذين المتجهين . 
أنظر المسألة م 
المتباينة المثلثية : 
إذا كان X×‏ و ۲ متجهبن من الفراغ 7R)‏ فإن : 
[XN * YN (13.6)‏ > 17+ | 
المتحهات والفراغات المتعامدة : 
إذا كان ...2,1 هى 71 متجها حيث +7 < 7 غير صغرية متعامدة كل مما على الأخرى وإذا كان 
CX + Cag + °+ Ca Ks, = 0,‏ 35 لقم بس 1,21 =1 تتسقق العلاقه 4م = ٠‏ ربكا جع +۰۰۰ )C 1 + c+‏ وحیٹ أن 
ذلك بت يتطلب أن 0کت C;‏ لے 2,....,m‏ ,1 د ١‏ فإنه يکود 
[٠‏ إن أى مجموعة مكونة من ١‏ حيث 7< متجها ذا 8 مركبة لايساوى أى واحد مها الصفر ومتعامدة مشثى . 
كان متعامداً مع كل متجه من هذا الفر اع . ٠‏ ) 
11 إذا کان متجه ۲ متعامداً مع کل متجه من المتجهات ذات ال 4 مركبة بر ,.... ,دل × فانه يكون متعامداً مع الفر اغ 
الإتجاهى المولد مبذه جالمتهات . 


ا المسألة 4 
111 إذا كان (۸)۸⁄ فراغاً جزثاً من (۸)/ حيث ۸<۸ فإنه يوجد على الأقل » متجه واحد ۷ من (7)۸متمامد 
/ 
مع (2) 374 . ْ 
| أنظر المسألة ه 


ما أن المتجهات التمامدة مشى هى متجهات مستقلة خطياً . فإن فراغاً إتجاهي (7:)۸⁄ حيث >0 لا مكن أن يحوى أكثر 
من 71 من المتجهات المتعامدة مثنى . لنفرض أننا وجدنا م حيث م < 7 متجها متعامدة مثى من الفراغ (7»)۸⁄ . إن 
هذه التجهات تولد فراغاً جزئاً (۸) ١”‏ من (۸)⁄ ووفقاً إلى النظرية 11] فإنه يوجد على الأقل متجه واحد من 
)77 متعامد مع الف راغ 0 . فتكون قد حصلنا الآن على ( [ + ١‏ ) متجها متعامدة مثى من (7")۸ وإذاكررنا 

هذه الحجة فإئنا نكون قد برهنا : ) 

17 محوى كل فراغ إنجاهى (۸) ۲ حيث >0 على 4م . وليس أكثر من ذلك » من المتجهات المتعامدة مثى . 

نقول عن فراغين إتجاهيين إنمما متعامدان ؛ ذم إذا كان كل متجه من أحدهما متعامد مع كل متجه من الآخر » . مثال ذلك 
إن الفراغ امولد بالمتجهين [1,0,0,1] = ,× و [0,1,1.0] = × متعامد مع الفراغ المولد با متجهين [1,0,0-1] - ول 
و ]0,1-1,0[ = × وذلك لأن 0 = 4 +و×›) ۰( ×ط +,ه) لکل قم ¿ , ,5 ,©. . 


۷ إن مجموعة كل المتجهات المتعامدة مع كل متجه من الفراغ (۲4)۸ تؤلف فراغا إتجاهياً و سيدا () 7 . 
أنظر المسألة + 








ا 


جل د سبوب حير سوبي سر حدم عاسب سينيج كان 


TET 
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مكنا أن نزامل أى متجه 0 ع × متجه فريد ( وحيد ) /) احعصل عليه بقسمة مركبات * على X||‏ || . تسمى 
هذه العملية التعيير . أى لكى نجعل متجها عيار يا مثل[2,4,4]- 1 نقسم كل مركبة من د ركباته على 4+164-16=6⁄=|| || 
فنجد متجه الوحدة [ و | وو/ وو/' ] : ) ٠‏ 
يسمى أساس الفراغ الإتجاهى (۸)"/ الحكون 'من متجهات متعامدة مثى . أساس متعامد لهذا الفراغ . وإذا كانت متجهات 
الأساس المتعامدة منجهات وحدة فإن هذا الأساس يدعى الأساس العيارى المتعامف . إن المتجهات الأو لية أسس متعامدة عيارية للفراغ . 
أنظر المسألة ٠‏ 
طريقة جرام ‏ ميت للتعامد : لتفرض أن , 2 ...22 , 0 2 أساس ل (4) وزو . عراف 





ع د لا 
١101‏ 5 
“ل نخدت صاخ = ظط 
MMT‏ ا 
h-X YX‏ 
X 2 3y 1 2‏ 3 1 
E iS‏ ّ 58 


الو و و هاه همه TT‏ 


) وتكون أفابا .عباريا انا 





متال ۴ : كون + تدا عط تند امد غيت أمانا كاتا د (©) ولا إذا أعطيت. الأساسر 
X1 = [1.1.1], Xo = [1.-2.1]7, Xa > [1.2.3]‏ 








J = X = [1.1.1] (i ) 

2Y = ]1.-2.1[ (ii )‏ - [2.1-.1] = 7 - وله - ويلا 

i Ka e - 0 = ]1.2.3[ - 3 - 51.1.1 = ]-1.0.1[ ( iii )‏ ولا 
إن المتجهات .]1/۷3 TT = [1/¥3. 1V3.‏ 0 

“1/6 .6لب/ة- ,1///6] = 0 = Ga‏ و ]1/۷32 .0 .1/¥2-[ = 0 وم 


تكون أسسا متعامدة عيارية ل (۸) و۷ . کل متجه إ6 ما هو متجه وحدة وكل حاصل ضصرب 0 -- ز6 . ز6 
لاحظ فى هذه الحالة أن رر ر۷ لأن ,¥ و رل هما متجهان متعامدان . ٠‏ 
اشر ااق :و ت > 


لقره أن As‏ 00 1 أساس للفراغ ( ۸ ) 7الآ ولنفر ض أن المتجهات BE SAS‏ بت 
( 1 < ؟ < "™ ) متعامدة مثنى . إذن مكننا : بإستخدم طريقة جرام - شميت . إحاد أساس متعامد 
و لهذا القر اغ ومن اليل أت نيرهن أن بك = ز۷ حيث ( 5 .... .1.2 - 7) وهكذا نجه | 


¥ اذا كانت الات بوه نوكا بول يت ) 1 ج3 > (m‏ متحهات و حذدة متعامدة ف من (R)‏ "/ 


فإنه يوجد متجهات وحدة ر . ... , د ,ولا , ب من هذا الفراغ يث تصبح الجحموعة رر , ... . ر× , ,× أا 
متعا مدا عيار يا 
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مصفوفة جرام ( الجراميان ) : لنغرض أن م ,... , و , :2 مجموعة من المتجهات الحقيقية ذات 80١‏ مركبة ولتعرف 


قل ع بوب 1 a ol‏ للا 
Used‏ لكر ع مولعو الف 

(13.8) 00121218 0 00 0 0 ل 6 
ل ب ا ولعو دوه ار 


من الواضح أن هذه المتجهات تكون متعامدة مغى فيا إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) المصفوفة 6 قطرية . 

فى المسألة 6 ١‏ من الفصل ١١‏ سنبر هن : 

11. لمجموعة المتجهات الحقيقية ذات ال ١‏ مركبة ول ,... ,ول ,و2 بكون ‏ .0< |6| وتكون المسأوأة صصحمي<ة 
فم إذا كانت ( وإذا فقط ) هذه المتجهات مرتبطة خنطا : 


المصفوفات المتعامدة : نقول عن مصفوفة 4 إما متعامدة فم) إذا كان : 


(13.9) 7[ = 4ك = A4‏ 
أى إذا كان 
213.9 7 


يتضح من العلاقة (13.9) أن متجه أعمدة ( صفوف ) مصفوفة متعامدة 4, هى متجهات وحدة متعامد مثى . 
1//2- 1/6 1//3 
مثال 1 : ينتج عن المعال م أن المصفوقة 0 2/6 3| = 4 متعامدة 
و  /#‏ 1/5 1/۷/3 ظ 
11. إذا كانت المصفوفة 4, المربعة > الحقيقية ذات الدرجة ” . متعامدة فإن أعمدتها ( صفوفها ) تكون أساساً 
عيارياً متعامداً ل ( ۸ ) ,رآ والعكس صحيح . 
) ]. إن معكوس ومنقول مصفوفة متعامدة هما مصفوفتان متعامدتان . 
04 أن حاف قر ت مفو فن نامدن أو أكثر » هو مصفوفة متعامدة . 
71. يساوى محددة مصفوفة متعامدة 1 لد 
التحويلات المتعامدة ليكن 
AF (13.10 (‏ .3 1[ ) 
تحويلا خطياً معراً على ( ۸ ) ا ورمز اميسال المتجهين ‏ × و ول من هذا الفراغ بالرمزين ۲ و ي۲ 
على الثر تيب نستنتج من العلاقة (13.4) أن 
ادا - لكلا - X2‏ + 


rs 
a 
i 


UH + I — PHN — HINT} 
تحافظ عى الأطوال فإما‎ )٠١-٠۴( فإننا نرى أنه إذا كانت العلاقة‎ ٠ إذا قارنا بين الأطراف البمى والأطرا ف اليسرى‎ 
۰ : تحافظ على حاصل الضر ب الداخلى والعكس بالعكس . أى‎ 
. عافظ التحويل الحخطى على الأطوال فما إذا كان ( وإذا كان فقط ) محافظاً على حاصل الضر ب الداخل‎ .×11 
٠١ نقول عن تحويل خطى ل 4 -- ۲ إنه متعامد ذم إذا كانت مصفوفته 4 متعامدة . سنير هن فى المسألة‎ 
. عافظ تحويل خطى على الأطوال ف إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) مصفوفته متعامدة‎ .×1 


جه 
< 
1 
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ا ا ا ا ا ممه 





2 - 1/6 1/3 
مثال ه : إن التسويز ×| 0 6ل/2- 1//3]ء 4۸ = لأس وإن خيال | ©. 4.8 | -- كر هو 
1/6 1//3 


a 2b a 


c 5 6 0 ° 
i Ê FÊ ê ` ê ` ˆ 


38 
Sle 


ولكل من هذين المتجهدن طول واحد يساو ى )+ 2+ 1 
/ا[ا. وإذا كان (13.10) تحويلا الاحداثيات من الأساس م إل الآساس 2 فإن الآسس 2 يكون عياريا 
متعامداً ذما إذا كانت ( و إذا كانت فقط ) المصفوفة 4 متعامدة . 
د ASE UF ge TOE‏ 
(۱) حاصل ضر بهما الداخلى 2 (ب) طول كل سما . 


2 
XX = XX [1.2.3 [ 5 = 1)2( + 2)-3( + 3)4( = 8 )١( 


|4 
4 
1 
( ب ) تت = xl = XX = Xx = [1.2.32] = 14 ana [xXyll‏ 
3 
9 = (4)4 + (3-)(3-) + )2)2 “أو | و 9و2 = أو | 


)١( ۴‏ برهن أن التجهين [وروت ,8/وت,78 ]1د 4 [1/3,2/3-,2]273 ¥ مداد 
(ب) أو جد متجها 7 متعامداً مم كل من 223 او [ . 1 


2/3 
(0)1 = | 1/3-[[2/3-.2/3-.1/3] - ۲ = .كر رهد دايير هن على أن المتجهين متعامدان . 
2/3 
0 2/3 1/3 
(ي) لكتب |0 1/3- 1-2/3 > [1.0.] و لتحسب المعاملات المر امف 2/3.1/3-.2/3-لعتامر العمود الصفرى . 
0 2/3 2/3 


من (3.11) نجد أن [2/3.1/3-.2/3-] = 2 متعامد مع كل من )3 و الا 


+ - برهن متباينة شوارز . إذاكان لا و 7 متجهين من (۸)⁄ فإذ .|۲| اإ×| > ۸۲۱| 
من الواضم » أن هذه النظر ية صحيحة إذا كان +X‏ أو 7 المتجه الصفرى . تبرض أن المتجهين ل و ( يسا متجهات 


ا با سم یپا لوقايق تسوس یه نر 


ص فمرية . إذا کان ي أى عدد حقيى فإن : ٤‏ ) 
lax+Y| = (aX+Y)-(aX+Y¥)‏ 
axo + ¥o. ....axn+ Yn J‏ ولد + وده ] [١‏ يرو + رده ... [ax +¥. ax2 + Yo,‏ = 


= (e + Dax +) + (a + axay +) + < + (ax + 2a + Ê) 
= aX] + 2ax-Y + [Yl < م‎ 
© ولكن من المعلوم أن كثير ة حدود من الدرجة الثانية بالنسبة ى #2 > يكون أكبر أو يساوى الصفر لكل قيمة حقيقية ل‎ 
: فم إذا كان ( وإذا كان فقط ) ميزه أصغر أو يساوى الصفر أى‎ 
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4(XY)” - الا .اه‎ < o 
ومنه سد‎ 
lxY| < [xl clr 


۽ - برهن أنه إذا كان المتجه [ متعامداً مم كل من المتجهات ل .....۸2 X1.‏ ذات اأ #م مركبة ء فإنه يكون 
متعامداً مع الفراغ المولد مهذه المتجهات . بمكن كتابة أى متجه فى الفر اغ المولدبالمتجهاتالمفروضة بالشكل. »)ل جه + ٠٠١‏ +32 وه +1 1ه 
ويكون : 

agXg'Y = 0‏ + 8... + لاأعيلاليه + ٠.١0 + هيرو(١1[ = ayky’Y‏ + وريه + وذيه) 

وما أن 1.2.....50١‏ - 4) .0 د لا. ير فإن لا يكون متعامداً مم كل متجه من الفراغ المولد بالمتجهات ويكون ٠‏ - 
بالتعر يف » متعامداً مع هذا الفراخ . وعلى وجه الحصوص إذا كان ۷ متعامداً مع كل متجه من أساس فراغ إنجاهى فإنه يكون 
متعامداً مع هذا الفراغ . 

ه - برهن أنه إذا کان (۸)۸⁄ فراغاً جزئياً من (۸)⁄ حيث / > 8 فإنه يوجد على الأقل » متجه واحد + 

h k 

من (۸)⁄ متعامد مع (7)۸/ 

عن ۸ .... .ر۸× ااا ! (۸)⁄ وکن , + متجها من (6)8 غير واقع ى (7)۸ واعتر المتجه : 

4 = aX + apXg + ‘*“ + app + Qk Xkx1 (1) 


إن شرط تعامد المتجه 6 مع كل من ر .... .× .× يتكون من ۸ ممادلة خطية متجافسة . 


apXh* X1 + ah+1 Xh+1° X1 = 0‏ + »+ اله ول ٠‏ ولاوه + و٠‏ وليه 


apXkh* Xo + as1 Xh+1 ° X2 0‏ +4 ©« 4+ ول يواوه + ول ٠‏ وليه 


0 = يرا« ومو ييه + وا وليه + ٠0‏ + يرلا ٠‏ وليه + akp‏ 

ذات |( (1+) مهولا . وبره.... وه .ره . من النظرية 177 من الفصل العاشر » يكون هده المجمومة حل غير ثافه . عندما 
نعوض هذه القيم فى ( 3 ) فإننا نمحصل عل متجه × غير صفری (لاذا ؟) متعامد مع أساس الفراغ الإتجاهی (7)۸ أى متعامد 
مع هذا الفراغ . ) 

7 )۸( برهن أن مجموع كل المتجهات المتعامدة مع كل متجه من فراغ ممين (7)8 يكون فراغا إتجاهياً و حيداً‎ - ٠ 

لعكن «2 .... .21.22 أساساً للفراغ الإتجاهى )يار . إن المتجه X‏ ذا ال ” مركبة المتعامد مع كل ل يحقق مجموعة 
المعادلات المتصانسة . ٠‏ 

)0 0= عيبرل .... ,0 08و84 0 - كوك 

ما أن بر هى مجموعة مستقلة خطياً فإن رتبة مصفوفة معاملات مجموعة المعادلات (2) تساوى / ء وينتج عن ذلك 
أنه يوجد ( ۸ - ) حلا ( متجها ) مستقلة خطياً تولد الفراغ (۸)“ 7 ( أنظر النظرية 771 الفصل ٠١‏ ) . 

بما أن تقاطم الفرراغين () ”زو () 1# يساوى الفراغ الصفرى وأن مجموع هذين الفراغين يساوی (۸)/ فإن 
الفراغ المؤجود وحيد . 

ب - أوجد أساس عيارية متعامدة للفراغ )ولا إذا أعطيت ٠‏ *[1 1/1/6 ,2/1/6 .1/1/6] - 7 ` 
من الملاحظ أن 2 متجه وحدة . بإختيار”[1/07/2-,.1/07/2.,0] - لامتجه وحدة آخر محيث يكون 0-- 2037 . وكا فى (1) 
من المسألة + محد “[1/1/3.1/10/3-.1/10/3] - 2 الذى يتمم المحموعة المطلوبة . 
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القصل الاب اس م ليع ي ا ا س 


تت استتمح معاد للات و جف )7 (i3.‏ 


لتكن × ,... .ر 2 أساساً للفراغ (۸)/ ولثر مز بالر مور وا .... .وا ,۲ حموعة المتجهات المتعامدة مثى الى يواد 
إبحادها . 


(') اة 2 ا ك 
(ب) لك يد يلاه + و2 - 1 و مما أنه يلزم أن يكون 1 و Y2‏ متعامدین مثی أى 


‘Xo + ar ‘Y, = 0‏ اس Y ‘aY,‏ + لطا = وآ 


۴ 1 ° 
1 2 E E O 2 و‎ 





Ya = وك‎ 


( ج) لأخد a Xg + ap + bY,‏ و مما أن المتجهات الثلاث Y,, ۳, ١2‏ بجحب أن تكون مدعاهدة کل مھا على 
الأخرى ( مثى ) فإنه يلزم أن يكون ٠‏ 0 
‘Xa + a1 * Y» + bY ‘¥, = ‘Xa + bY, <Y. = 0‏ = 1*14 ۰ 


(2٠١19 = Ya°Xg + aYg'Ya + bYa°Y = Yg°Xg + alaYs = 0 


O LT ۴ a e a ES 
a* Yo» ‘YN 06007 ‘¥, 


و مه4 


4 = 





١د‏ استمر ق هذه العملية حى نحصل على بر۷ 


واس أو جد أساس متعامدة عيارية ل ولا فما إذا أعطيت الأسانن “1,991 =£ 2,13[ A=‏ [11,1 5و2 





امأغذ ٠‏ [2.1.3] = ×= فنجه 
YX 1‏ : 
X- 2y = [1.23] - 132131 - [-6/7. 15/14. 3/14[‏ = و«( 
14 ;¥‘ 
ا ey‏ ع کا 





كا مآ 


SNS LO sS‏ يد" ار | به 
3 7 4 ' 714 | 9 


شالك 
| 
الت 
ا 


أجعل المتجهات ۲ عيارية فنحصل على ]1/1/43 .4/42.5//43-[ ,14.114.314 21[ 
[ 1/۷⁄3-.1//3.1/73] كأساس عيارى متعامد المطلوب . ) 

. ةدءاعت٠ برهن أن تحويلا خطياً حافظ على الأطوال ما إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) مصفوفته‎ - ٠٠ 

ليكن ,ا و ولا خيالى ,لا و لر على الر تيب وفق التحويل الحطى + 4 - 1 

فلتفرض أن 4 متعامدة أى / = 474 فيكون عندها 
(i)‏ ولاحرا ع رايا - (ي1:497)44) = YY‏ = 21( 

ومن النظرية 1[ نبجد أن الأطوال حفوظة 








< الفصل الثالث عشر : المتجهات على الحقل الحقيقى ۱1۹ 


عل العكس ٠‏ لنفرض أن الأطوال محفوظة ( وكذلك حاصل الفر ب الداخلى ) فيكون : 


YY = X(AA)X, = XX, A2] 


أى أن 4 مصفوفة متعامدة . 


مسائل اضافية 


a ELLA AT oS ]2.1.-4 [. إذا أعطيت المجهات‎ - ١١ 
. حاصل الضر ب الداخلى لكل زوج مها‎ )1( 

(ب) طول كل واحد مما . 

( ج) متجها متعامداً مع زوج المتجهات رلا و دل وآخر مع زوج المتجهات ,لا و ول 
الحواب )١(‏ 3-.6.0 (ب) 3.17/21 .6//ا (ج) [2.1-.3] .[1-.1.0] 


۴ - استعمل متجهات اختيارية من (9)46/ و حقق العلاقات (13.2) 


۳ 


1¢ 


5 


۲۴ 


س 


برهن الملاقة (13.4) 
لنفرض أن المتجهين “[1.2.3.4] = × و [1.1-.2.1] = ۲, أساساً للفراغ VR)‏ وأن [4.2,3.1] = 2Z‏ 
واقع فى فراغ )1 بحوى كر و 7 

(1) برهن أن 2 غيرمم إلى (2)8 . 00 

(ب) اكتب 2ء + ۲ , ×ه - # وأوجد متجها # من (۸)⁄ متعامداً مم كل من + و ¥ . 

(۱) برهن أن متجها من (۸),⁄ يكون متعامداً مع نفسه وما إذا كان ( إذا كان فقط ) . المتجه الصفرى . 

(ب) برهن أنه إذا كانت و .×.* مجموعة من المتجهات المرتبطة خطياً وغير صفرية وذات # مركبة وإذا 
كان .0 - ول 1:٠‏ ع و2 ٠‏ :ل فإن المتجهين ول و و يكونان مرتبطين خطيا . 

برهن أن متجها 1 يكون متعامدا مع کل متجه من (۸) 7 إذا كان ( وإذا كان فقط ) متعاءداً مع كل متجه 
من أساس هذا الفراغ . 

برهن أنه إذا كان الفراغان الإتجاهيان (۳)۸⁄ و (۸) “ر متعامدين فإن فراغ تقاطمهما هو (870)8 . 
برهن المتباينة المثلثية . 

إرشاد : برهن أن .2( !|| + |[|]) > ۶| ۲ + ×|| مستخدماً من متباينة شوارز . 

برهن أن |۲| + ×| = إلا + || إذا كان ( وإذا كان فقط ) © و 7 مرتبطين خطياً . 

اجعل المتجهات الواردة فى المسألة ١١‏ عيارية . 

الحواب : [1/V6. 2/76. 1/76]. [2/3. 1/3. 2/3]. 12/21. 1/21. -4/ V1]‏ 
برهن أن المتجهات × و عو و 2 الواردة ف المسألة ؟ تؤلف أساساً عيارياً متعامداً ل (40)و7 . 
١١‏ ) برهن أنه إذا كانت ” .... ,د١‏ .۸1 مستقلة خطياً فإن متجهات الوحدة الى تنتج عن جعل هذه المتجهات ' 
عيارية تكون مستقلة خطياً . ٌْ 

(ب) برهن أنه إذا كانت المتجهات الواردة فى (! ) غير صفرية ومتعامدة كل مها على الأخرى فإن نفس الحال 
تكون بالنسبة لمتجهات الوحدة الى حصل علبا جعلها عيارية . 
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۴ - برهن: )١(‏ إذا كانت 4 متعامدة و / = |4| فإن كل عنصر من 4 يساوى معاملة المرافق فى |4| . 


(ب) إذا كانت 4 متعامدة و 1- د |4| فإن كل عنصر من 4 يساوى سالب المعاملة المرافق |4| . 





م - برهن النظريات 111لا . 1كآ . ا . XxX]‏ 
وم - برهن أنه إذا كانت 4 و 8 تبديليتين وكانت © متعامدة » فإن "046 )© 8٤‏ € تبديليتان . 


۱ برهن أن 447 (أو 4۸4) حيثه4مصفوفة مربعة من الدرجة م > تكون مصفوفة قطرية في) إذا كانت‎ - ۲٠ 

( وإذا كانت ) صفوف ( أو أعمدة ) 4 متعامدة . 
٣۷‏ . - برهن أنه إذا كان +X‏ و ۲ متجهين من ۸ مركبة فإن المصفوفة ٠‏ لزلا + ۲+ تكون مماثلة . 
بم؟ - برهن أنه إدا کان و[ ٠تجهين‏ من 71 ا وکانت ۸4 مصفوفه مر بعة من الدر جه f‏ فإن 7 ( × 4(—) X.(4¥Y‏ 

4 ٠. 
X - 3 cik; ° برهن أنه إذا كانت. المجموعة ووو یات عبازيا ماغدا ناذا کان‎ - ٩ ظ‎ 

فان : 

)ا( XX = cj, (i= 1.2.....n);‏ (ب) ep.‏ + ۰.. + ر XX = c+‏ 
.م - أوجد أساساً عيارياً متعامداً للفراغ (۸)و١‏ ف) إذا أعطيت (1) [2//17 .2/۷17- .3//17] = X‏ 

(ب) [3,0,2] 

)١( الحواب‎ 

Xı. [0. 1/7/2. 1/73]. [-4/734. -3/7 34. 3/34 [7‏ 
(ب) 00 
0.1.01[ .][3/¥13- .0 .2/¥13[ ,]2/7/13 .0 .3/713[ 
۳ - كون أساساً عيارياً متعامداً ل (۸)و/ بطريقة جرام - شميت متخدماً مجموعة المتجهات المرتبة التالية : 
)010( ' 
/[2-.1-,1] [2-.1-.2] 6 [1.0-.1] 1 
(ب) ) 3 
]3.2.1[ .]1.3.1[ [1.0.1] : 

١ )+( 


l2.-1.0], [4.-1.0], [4.0-1] 
)'( : الحواب‎ 
]217/2.-210/2.0[ ]1/2/6. 1/2/6. -20/3/31[/. ]-2/3, -2/3, -1/3[” 
(ب)‎ 
[zV2. 0.272]. [0.1.0]. [$V2. 0.-2] 
)+( 


[27۷5/5. -¥5/5, 0], [V5/5. 25/5. 0], [0.0-1] 








النصل الثالث عشر : التجهات على الحقل الحقيقى 1۲1 
؟م - أوجد أساساً عيارياً متعامد؟ ل (8)وا إذا أعطيت 1[7-,1,1] عدركار و [2,1,0] = ¥+ 
إرشاد : خحذ ,در واحصل على 82 بطريقة جرام - شميت ثم على ولا بالطريقة الواردة فى (ب) من المسألة ۲ 


[V3/3. V3/3. 3/3], (V2. 0. V2], [V6/6. -V6/3. 1 


٣م‏ - أو جد أساس عيارى متعامد ل (۸)و/ إذاأعطيت .[1-.1-.7] = 1× ظ 
وم - برهن بطريقتين مختلفتين على أن الحجهات , [3-.2-.1-.1] .[1.2.3.4] و [5.4.5.6] مرتبطة خطياً . 
وم - برهن أنه إذا كانت 4 ماثلة تخالفية وكانت 1+4 غير شاذة فإن (4+)(1-4) = 8 متعامدة . 


۴۹ - استخدم المسألة ٣٠‏ لتحصل على مصفوفة متعامدة 8 إذا كان 


هن 2 1 0 ) 
0( 0 5- (ب) 3 0 1-] - 4 
0:-. 2-3 
2 4- 5 
2 2- 1 2 - 00 55 
۰ 1- 2 10 


۷م - برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة متعامدة وإذا كان8=4۴» حيث ۶ مصفوفة غير شاذة فإن 8-1متعامدة . 

هم ف مويل للأحداثيات من الأساس ع إلىأساس عيارى متعامد 7 إذا فرضنا م مصفوفة هذا التحويل فإن×۲=4 
يصبح “APX,‏ م د إلا و Yı=BX,‏ ( أنظر فى الفصل ١١‏ ) . برهن أنه إذا كانت 4 متعامدة فإن 8 تكون متعامدة 
أيضاً و العكس بالمكس وهذا مايبر هن النظرية 1۷× . 


- برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة متعامدة وكانت 1+۸4 غير شاذة فإن أ (1-4()1+4) = 8 ماثلة تخالفية . 
٠‏ لیکن [و× .و .و»] = × ف ]ور .ور .ږر] = ۲ متجهينمن 0)./اوانعرف حاصل الضرب الاتجاهى ا (٠‏ 




















ر xX‏ 2 
ذ × و ۲ بالشكل أدةءوة وه 21 اهل -: 27 عي 7 = و2 9 > وج اا = 24 
x3 3 X1 1 x2 Y2‏ 
بعد مطابقة رج بالمعاملات المرافعة لعناصر العمود الثالث من [0 و لی ] حقق : 
(! ): حاصل الضر ب الإتجاهى لمتجهين مر تبطين خطياً هو متجه صفرى . 
(ب) حاصل الضرب الإتجاهى لمتجهين مستقلين خطياً متعامداً مع كل من المتجهين . 
XxY = (¥ xX) )+(‏ 
(د) (k)xY = k(XxY) = Xx(kY),‏ حيث # مقدار عددى . 


۽ - إذا كان # 2۲¥ أربعة متجهات من (۸)ر ۷ فبرهن : 


(1) 
Xx(¥Y+Z) = XxY + XxZ 
0062 
X*(YxZ) = ¥°*(ZxX) = Z2°(XxY¥Y) = |2772) 
WY W°Z ٠. )+( 
(WxX)*(¥YxZ) = ا‎ ۰ 


XX 5 00) 


27١ = | 
(AxF!)°(AxY) YX y-y 








الفصل ا رابع عثس ظ 


| 

المتحهات على حقل الأعداد المركبة | 
الأعداد المركبة : [ 
ظ ) | 
إذا كان × و ر عددين حقيقيين وكان معرفا بالعلاقة(1) 1- = 2 فإن +× 2 يدع عدداً مركياً . يسمى ٠‏ 
العدد الحقيى × اغزء القيى ويسمى العدد الحقيى ر أل جزء التخيلى للعدد برغ + × . 
يكون عددين مركبين متساويين ما إذا كان الحزء الحقيق والحزء التخيل لكل مها يساوى على التر تيب المحزء الحقيى والز. | 

التخيلى للآخر . 

ْ 


يكون العدد المركب 0 = نز + × ف إذا كان ( وإذا كان فقط ) 0 = لر = ×x‏ | 
يعطى المرافق للعدد المركب ترّ + ب د × بالشكل رز - × ع ب + ر = ج إن مجموع ( حاصل ضرب ) أى 
عدد مركب مع مرافقه عدد حقيى . [ 

إن القيمة المطلقة | 2 | للعدد المركب بر + عر -- 2 تمطى ب ٣رر‏ ج 2ج ل كد رع ۷ داعا 

إن مايل واضح بشکل مباشر لأى عدد مركب برغ +4 × = z‏ ) 
ly| < |z| s |x! s |7| (14.1)‏ 


المتحهات : 
ليكن 26 متجها ذا :: مركبة على حقل الأعداد المركبة © . إن مثل هذه المتجهات فى مجموعها تكون الفراغ الإتجاهى (©)ي,7 . 


ما أن (7,)۸ حقل جزلى فن المتوقع أن كل نظرية تخص متجهات الفراغ ( )7 ستؤول انظرية من نظريات الفصل ٠١‏ 
عند اعتبار المتجهات الحقيقية فقط . ) ) 





إذا كان ريره.... ,وه .ن*] ع )2 و [و1,....و.)1] > 1 متجهين من (6),/آ فإن حاصل ضر هما الداخق 
يعرف بالعلاقة : 3 
X.Y = XY -= XNA + XxX + °° + n (14.2)‏ 


بمكن تحقيق القوانين التالية الى تحكم حاصل الضر ب الدالحلى بسمولة تامة : 


X.Y+Y.X = 2R(X.Y) (s) ` X.Y =Y.X (') 

(ب) (2)0:7 = 7١م‏ 000 حیٺ (۲.×) ۸ هوالجزء الحقيقى من 1.7 
X.Y) = 1:7١ )+( )14.3(‏ )ذ( X.Y-¥.* = 26X-¥)‏ 

X.(Y+Z) = X.Y+X.Z (5)‏ حيث (۲.×) € هو الجزء التحيل من ۷.¥+ 

١ ا أنظر المسألة‎ (Y+2).X = ¥Y.X+2Z.X ( ^) 


e eee >‏ 
ع ع م م ا — 





(07):[ذ هذا الريك رويس كى من الاقاين. تويكل :ذلك كا 7 عد و ول رت الدد ارکب 
رة + × بالنقطة المرافقة (ر,×) 84 وتعريف ١‏ بالنقطة (0.1) 4 . ) 
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يعرف طول متجه × بالعلاقة ‏ تيم + ... + د + ی ۷ = VX‏ = 8 
يكون المتجهان + و ۲ متعامدين ف) إذا كان 0 = ۲.×X‏ = ×.× ) 
لمتجهات الفراغ )٤(‏ ,7 تتحقق المتباينة المثلثية . 

Ix+yrll ss lxlellyl e 
) + وكذلك تتحقق متباينة شوارز (أنظر المسألة‎ 

(14.5) ةا فى امم 
علاوة على ذلك ( أنظر النظريات 1 ۷١‏ من الفصل ١+‏ )مايل : 

[1. إن أى مجموعة من 7# متجها ذات ال م مركبة على © المتعامدة كل منها على الأخرى والفير صفرية هى 

مجموعة مستقلة خطيا ولذلك فهى تولد فراغا اتجاهيا ( © ) 2" . ظ 
1. إذا كان المتجه ۲ متعامدا مع كل من المتجهات ,غ3 ...روغ ,ول ذات ال #م مركبة فإنه يكون متعامدا مع الفراغ 

المولد هذه المتجهات . 
11]. إذا كان ( © ) 7# فراغا جزئيا من ( © ) 80 حيث / > # فإنه يوجد على الأقل متجه واحد × من 

h 

( € ) 7 متعامدمعم ( © ) 7 . 

1۷. کل فراغ اتجاهى ( © ) “مز حيث 77 > 0 عوی ۳ ولیس الأ كر من ™ متجا متعامدة مثى ( أى 

کل مہا على الآخر ) . ) 
يسمى أساس ( © ) ”7 والمكون من متجهات متعامدة مشى أساس متعامدة . إذا كانت هذه المتجهات 

وحدة فإن هذا الأساس يسمى الآساس العيارى المتعامد . 


طريقة جرام ‏ سميت : إذاكان ,130,32.....1 أساساً للفراغ ( © ) 729 فإننا نعرف : 











6 = 1 
0 
ر ا كت ا 
1 ¥ 2 2 
)14.6( 08 1 
1a 2 Xa ¥, 2 04 1‏ 
N‏ 2 
أنه hM = X= n i‏ 
1 1-111 
إن متجهات الوحدة يبو دع حيث ( ” ... ,1,2 = (1i1‏ تكون أساساً عيارى متعامداً للفراغ ) C‏ ( و 1 
٠ n‏ 


۷. إذا كانت المحجهات .ول .... بر وللاحيث ( 1 < 5< 8 ) متجهات وحدة من ( © )77 ومتعامدة 
مثىفإنه توجد متجهات وحدة ( بمكن الحصول علها بواسطة طريقة جرام - شيت ) . »2 X542.‏ بدو ف القراغ. 
عحيث تكون المجموعة «*.....ر× .× أساسا عياريا ومتعامدا . | 

مصفوخة جرام ( جراميان ) : لتكن ,.,... ,ر( .× بجموعة متجهات ذات # مركبة عناصرها مركبة 


تعرف مصفوفة جرام على أنها 








»1 الفصل الرابع عشر : المتجهات على حقل الاعداد المركبة 
و1 KX XX, ١‏ 07 0 0 0 006 
ل KA A i. KR, LN A‏ ) 
SE n o O (14.7)‏ 
e XX,‏ 1و0 004 مر يك ملل 5006 


إذ عن الواضم أن المتجهات تكون متعامدة كلا مها عل الآخر فما إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) 6 قطرية. 
5 ع م ا ر ) 
1. لجموعة مكونة من المتجهات_ ر ,... بر ,ر ذات ال ۸ مركبة عناصرها مركبة يكوان |6| > 0 تتحقق 
المساواة فما إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) هذه المتجهات مرتبطة خطيا . ٠‏ 
المصفوفة الواحدية : تتمى مصفوفة مربعة 4 من الدرجة م . واحدية فما إذا كان ,! -(4)4 - 4(4) أى إ: 
کان .5 4 ع (4) . 
إن متجهات أعمدة ( صفوف )مصفوفة واحدية » تكون متجهات وحدة متعامدة مثى . 
مشيا مع النظريات المتعلقة بالمصفوفات المتعامدة الى أوردناها فى الفصل ١6‏ ممكننا أن نذكر هنا : 
1 إن متجهات أعمدة (صفوئ) مصفوفة مربعة وواحدية من # تؤلف أساساً عياريا متعامدأً ل (00),,// و العكس صحيح . 
1 إن منكوس ومنقول مصفوفة واحدية هما مصفوفتان واحديتان . 
×1 إن حاصل ضرت مصفوفتين واحديتين أو أكثر هى مصفوفة واحدية . 
× أن دة فر فة واعيدية تساوع «الواحد , 
التحويلات الواحدية : يس التحويل المطى . 
Y = AX (14.8)‏ 
عندما تكون المصفوفة ۸4 واحديةء تحويلا واحدها. 
1×. عافظ التحويل الحطى على الأطوال ( ونتيجة لذلك على حاصل الضرب الداخلى فعا إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) 
مصفوفته مصفوفة واحدية . 


11. إذا كان 7 4 د ۲ تويلا للاحداثیات من اساس ل لأساس آخر 2 فإن الأساس ب يكون عياريا 2 


متعامدا فما إذا كانت ( وإذاكانت فقط ) ۸ واحدية . 


مساتل محلولة 


Y = [2+3 1-—2i, i], و‎ X = [}+i,—i, 1] ناكاذإ-١‎ 
0 + 0534 = 2R(X-Y) ات 1-۸_ و 4 (*+) حمق‎ ( 
۸.۲ - ۲.) = 2€)).¥( د) حقق‎ ( X.۲ =۲. (ب) حةق‎ 
2 + 3i 


(a) XY = XY ع‎ ]1-:.:.1[[1- 2| - )1-:()2+ 32( + (1-2) + 1(i) = 7+ 3% (1) 


0 


1+; 
YX = YX = [2-3i. 1+2. -i]| -i| = 7 - 3 
`1 








الفصل الرابع عشر : الختجهات على حقل الاعداد الركبة 0 


(ب) من (ا) :أن 2 . ل المرافق ل 2 . لا هو لالز - 34 +7 


X.Y +¥.X „= (7+3i) + (7-3i) 5-14 = 2(7) = 2R(X-¥) (+( 
XY -¥Y.X = (7+3) (7-3) = 6i = 2(3) = 20)-¥( (د)‎ 
IXY < XN . ؟ - برهن متباينة شوارز‎ 


كا فى حالة المتجهات الحقيقية » تكون المتبايئة ميحة إذا كان 0 = × أو 0 = ١‏ . 
عندما يكون ¥> و ١‏ متجهين غير صفريين ويكون © عددا حقيقيا يكون 


2 2 2 2 2 
Yl} > o‏ + ”مهم + || (aX+Y).(aX+Y) = aX.XK+aK.Y+Y-X)+Y.¥ = a‏ = |إلاءلاه| 
بما أن الدالة الثر بيعية قى 4ه تكون غير سالبة إذا كان ( وإذا كان فقط ) مميزها غير موجب أى : 


xl lly” < o‏ - 002نم د |«اا٠اع«|‏ > ميرم 
إذاکان 0 ۷ .× فإتن .| ۲ا١‏ ااا > (إ۔ |x| = Re‏ آم لذا کان 0 ڪج ا .ل فإننا > e‏ 
رمد عدن RK) > lexer = اءاا«ا٠ال«| = lxlelr)‏ بيا من (ب) (۱4.3) جه 
.عا د =R[zx-Y)l‏ لاءلام)م أى || ا١٠اع|‏ > |x|‏ لکل × و ,م 
م - برهن أن ام “(4) -8 مصفوفة هيرميتية لأى مصفوفة مر بعة 4 . 
8 ع مض = (BY = (AJAY = (Ad)‏ وهذا يعى أن 8 عير ميتّة . 
4 - إذاكانت 8+1٤‏ = ۸4 مصفوفة هيرميتية » فبرهن أن 4 (4) تكون حقيقية إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) 8 و © 


بما أن 6:+8 مصفوفة هيرميتية فإن : 0:+8 - (8+800) وهكذا يكون : 
(AJA = (B+iCJ(B+iC) = (B+iC)(B+iC) = B + i(BC+CB) — C%‏ 
كوا ن ذلك حقيقيا إذا كان ( وإذا كانت فقط ) 8094628-0 أو 68 -80 أى إذا كانت ( وإذا كانت ففط 


ه - برهن أنه إذاكانت 4 مصفوفة هير ميتية تخالفية فإن 4 2 + تكون هير ميتية . 


اعتير ۸ - = 8 بماأن 4 هيرميتية تخالفية » فان 4- = (4) آى 
8 = 4:- - (4-)غ - (By 2 )- 4١ = :) 4١‏ 


وهذا ما يرهن على أن 8 هيرميتية . بمكن للقارىء النظر فى الحالة 8-14 . 


مسائل اضافية 


Xa = [i.1-i.2], gy X, = [i.2:.1], X= []1.1+1.0[ إذا أعطيت التجهات.‎ - ١ 
۰ (1)أوجد ×× و × . دل‎ 
(ب) أو جد طول کل متجه لآ‎ 
12 ,(ج ) أثبت أن المتجه “[1.1-2-.1-2] متعمامد مع كل من 1ل و‎ 
¢ 





03 الفصل الرابع عشر : الخمتجهات على حقل الاعداد المركبة 


(د) أوجدمتجها متعامدا مع كل من ,+ و ول 
الجواب : (1) 2-31 و رن (ب) ۷6 و ۷3و ۷/7 





[-1- 5.i, 3-i] (د)‎ 

- برهن أن المتجهات /[4.1-4,0] 1+8.4.1[7] و “[:1-4.1.3] مستقلة خطيا ومتعامدة كل مها على الأخرى 
۸ يرهن صحة العلاققة (14.3) 
4 - برهن حة المتباينة المثلثية . 
٠‏ برهن صصة النظريات 17-1 . ظ 
١١‏ - استنتج الملاقة (14.6) ا ۰ 
١١‏ - باستخدام العلاقات (14.6) ومن المتجهات المعطاة أدناه e‏ كوف "ماين عيارى متعامد للفراغ (€)و ۷ عندما 

تكون التجيات عن 

[0.1.-1]. [(1+i.1.1], [1-i.1.1] (1) 

رب) [غ-.0.:-1] 6[:+2:.2 -2,1] [1+i.i.1],‏ 


“لوعن وبلط [i‏ .]4.3 .$1+0[ .]0.42.473[ 
الحنتوات»:::. 11 [( ا i)‏ 0 00 2.2 2 
د 3 +6- 2-5 :-) ]3 +3 1-54 / : : 
0 لع .[خ .غغ .نغ +ل] 
o 20/30 230 0‏ . ل ته :52 2527 2 
١‏ برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة معرفة على حقل الأعداد المركبة فإن 4 + 4 تكون ذات عناصر 
حقيقية فقط وأن 4-4 تكون ذات عناصر تخيلية حتة فقط . 





١ +‏ - برهن عة النظطرية ۷ . 
٠‏ -إذاكانت 4 مصفوفة مربعة من الدرجة ۸ فيرهن : 


( تكرت المفرة 4 ب لري ااا كانت ( ودا كانت ق غه ا جات اة م 


(ب)يكون / = 4 4 فماإذاكانت (وإذا كانت فقط ) أعدة 4 متجهات وحدة متعامدة مثتى . 


۷ - برهن نححة النظر يات 7/11 - × 


١‏ - برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة هيرميتية تخالفية نحيث تكون م ل / غير شاذة فإن + (4+)(4 -7) - 8 تكون مصفوفة 
وأحدية . 


i1 1+} .‏ 0 
ل ;+1 0 
4 - استخدم المسألةم ١‏ لتكوين مصفوفة واحدية فما إذا أعطيت 0 i‏ (ب ) 0 1 
eT‏ 
0 2ه 1+64#- 
:18 16- 10-4-— :9+8 

١ 1 |-1+2: -4- 2 1‏ 
المجواب |.)١(:‏ - (ب) |نھ-10- 1+12 2-ےا 
¡-2- 2-4 |5 29 

4-101 -2- 244 -9 + 8: 


. برهن أنه إذا كان كل من ۸4 و 8 مصفوفة واحدية وكانتا من نفس الدر جة فإن كلا من 48 و 84 تكون واحدية‎ --٠ 


71 لتبر هن النظرية‎ ١١ من الفصل‎ ٠١ تابع برهان المسألة‎ - ١ 


. برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة واحدية وهرمتية فإن 4 مصغوفة ملتفة‎ - ١ 








الفصل الرابع عشر : التجهات على حقل الاعداد المركبة ۱۷ 


3+ 


e +7‏ 
#(1+i) 1/3 2/15‏ 
!4+3 5 5 
۴۳ - برهن أن 215 1/3 . ٍ هی مصغو فه واحدية . 
| للق ۷/3/:- + 
215 
٠‏ - برهن أنه إدا كانت 4 مصفوفة واحدية وكان ۶ 4 = 8 حيث م غير شاذة › فإن 8-1 م تكون 


. 8تإكون مصفوفة هرمتية خالفية‎ - )1  4()1 + برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة واحدية وكانت 4-ل/ غير شاذة » فإن+-(4‎ - ٥ 





الوص ل الئاس عسر 


المصفوفات المتطابقة : 

نقول عن مصفوفتين 4 و 8 من الدرجة بم على الم إمما متطابقتان و € وعل ۴ فم إذا وجدت مصفوفه 
غير شاذة ‏ عل لم محقق العلاقة : 2-5 
B= P AP )15.1(‏ 

إن من الواضم أن التطابق هو حالة خاصة من التكافؤ لذلك فالمصفوفات المتطابقة لما نفس الرتبة . 

عندما يعر عن / تحاصل ضرب أعمدة مصفوفات أولية » فإن ۶ يكون حاصل الضرب برتيب معا كس 
لنفس مصفوفات الصفوف الأولية » أى أن 4 و 8 تكونان مصفوقتين مطابقتين إذاكان من الممكن أن تختزل 4 إلى 8 


ممتوالية من أزواج التحويلات الأولية محيث يتكون كل زوج مها من نحويل صفوف أولى يتبعه نفس محويل الأعمدة 
الأولى . ) 


المصعوفات التمائلة 7 سنير هن فى المسألة ١‏ 


1 . كل مصفوفة متاثلة 4 رتبا ء على م تطابق على كلم مصفوفة قطرية تكون عناضرها القطريه 
الأولى والى عددها م غير صغرية بي تكون بقية المناصر أصفارا . 


١ مثال‎ 


أو جد مصفوفة غير شاذة م عناصر ها أعداد جذرية » محيث تكون م ۸4 ۶ = 2 مصفوفة قطرية » علما بأن : 


2 3 2 
3 5 8 
5 8 10 
8 10 ~8 


سء ټم تع ته 


لاختزال 4 إلى 2 تستعمل [1 4] ونحسب » خلال ذلك » ۲ . نتعمل أولا (2-) ري و (2-) :۸ م 
(3© روه و (3) رو واخيرا (2-) هاگ و (2-) »× لکی حصل عل أصفار فى الصف الأول والممود 
الأول . سنوفر كثير! من الوقت فما لو طبقنا أولا التحويلات الثلاثة الصفوف مم اتبعناها بالتحويلات الثلاثة للاعمدة . 
وإذا لم تتحول 4 إلى مصفوفة متاثلة فإن ذلك يكو ن نتيجة خطاً ما قد حدث . والآن 
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12 3 2710 0 1 0 0 0! 1000 
١ i 
23 5 81١0 1 0 0 0 -1 -1 41-2 100 
[AH] = ! 3 1 
35 8 00010| 7|0 -1-1 4-3010 
2 8 10 ~8 10 0 0 1 0 4 4 -121-2 0 0 1 
1 0 0 0| 1 00 0 1 000 1 0 0 0 
١ 
١ أ‎ 
c |° 100! -2 100|” |o “100! -2 100 
ی‎ ١ يم‎ ١ 
0 0 0 07 -1 1 0 0 0 40'-10 401 
0 00 47-10 4 01 0 00017 -1 -1 1 0 
= ]2 8“ [ 
: ن إذن‎ 
1 -2 -10 -1 ويكون إذ‎ 
0 1 4 [1 
2 عد‎ 
0 0 0 1 


0 0 1 0 


إن المصفوفة 2 الى اختزلت إلها المصفوفة 4 ليست وحيدة . فالتحويلين الإضافيين (/1) و27 و (/1) وك مغلا u‏ 


000 1 
م ل 0-100[ . 
ععول ( إلى المصفوفة القطرية Û 0i0‏ بيا تستبدل التحويلات (3) ٨‏ و (3) ر المصفوفة 7/ بالمصفوفة 
000 0 
000 1 
|00 0-9 ظ 
أ 4 0 هأ ومن ناحية ثانية » لا يوجد زوج من التحويلات العادية ( القياسية ) أو الحقيقية قادرة أن تستبدل 2/ 


0 000 


بمصفوفة قطرية عناصر قطرها أعداد غير سالبة فقط . 


المصفوفات الحقيقية المتمائلة : 
ظ بفرض أن المصفوفة الحقيقية المائلة ‏ قد اختزلت بواسطة تحويلات حقيقية أولية إلى مصفوفة متطابقة 
قطرية 2 . أى لنفرض أن 2 = 4 ۶٣‏ بي) تعد المناصر القطرية غير الصفرية فى 8 على كل من 4 و / 
فإنه سيتضح ف الفصل ١‏ أن عدد المناصر القطرية الموجبة وغير الصفرية تعتمد فقط على 4 . 


بواسطة متثالية من حويلات الصفوف ومثيلاتها من نحويلات الأعمدة من النوع ١‏ فإنه ممكن إعادة ترتيب المناصر 
القطرية فى 2 بحيث تقع المناصر الموجبة قبل العناصر السالبة . وبعد ذلك فإنه من الممكن استعمال متتالية من نحويلات 
الصفوف الحقيقية وتحويلات الأعمدة الممائلة ومن النوع ؟ لاختزال المصفوفة القطرية لمصفوفة قطرية تكون فها المتاصر 
غير الصفرية مساوية إما 4-1 أو [- ويكون عندئذ : 
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11 . إن كل مصفوفة حقيقية متائلة رتبها م تكون متطابقة . على حقل الأعداد الحقيقية » مع مصفوفة قانونية 


من الشكل : ظ 
0 0 م1 
0 وا 0 = ئ( 
(15.2) نَ 0 0 


إن العدد السحيم P‏ الوارد فى (15.2) يدعى دليل المصفوفة كايدعى المد د ( م - يم ) م - ع شارة المصغوفة . 


منال ۲ 


إذا طبقنا التحويلات - ووو د (2)ي22)2(.5 على نتيجة المثال ١‏ فإننا جد : 
000 1 7 00 10 000 1 0007 1 
60 9 0017-5 0 چ ت ظ 
م160 00-1017-2 1[ 60 4 407-10 0 0 | 
10 1-1- 07 0 00 0 1-1- 07 00 0 


ونجد أيضا 0740-6 . وهكذا فإن 4 من الرتبة 3 -- م والدليل 2 عدم وشارته [ = ؟ 

111. تكون مصفوفتان مربمتان مماثلتان من درجة ١‏ متطابيقتين على حقّل الاعداد الحقيقية ذما إذا كان ( وإذا كان 
فقط ) لما نفس الرتبة ونفس الدليل أو إذا كان ها رتبةواحدة وشارة واحدة. 

ی حقل الأعداد الحقيقية » كل المصغوفات المربعة من الدرجة « من النوع (15.2) هى مجموعة قانونية متطابقة 
محموعة المصفوفات الحقيقية المربعة المماثئلة ذات الدرجة #م . 


117. كل مصفوفة مربعة مركبة ممائلة ذات الرتبة م تكون متطابقة على حقل الأعداد المركبة مع مصفوفة قانونية 
من الشكل : 


ES )15.3( 


منال ۲ : 
إذا طبقنا التحويلين (7) و#1 و (2) وله على ناتج المثال ؟ فإننانججد : 


10 00' 1 000 1000! 1 000 
١ ١ 
¬ |01 0 07-5 2 60 0:18:31 HS DO; 
[A41] £ 1 € aa & DE 
0 0-1 0 ١-2 1 00 0 01 0 + ~2 i: 0 © 
00 00 ! -1-1 10 0000 ١ -1-110 
l۸ 0 : 
aR «0 7° و‎ 
0 0 


أنظر المسألتين ؟ م 


۷ , تكون مصفوفتان مركبتان مباثلتان من الدرجة « متطابمتين على حقل الأعداد المركبة إذا كانتا ( وإذا 
كانتا فقط ) من رتبة واحدة 1 
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المصفوفات المتمائئة التخالفية 
إذا كانت 4 مصفوفة ماثلة مخالفية فإن : 


(PAPYJy = PAP = صم ”ص‎ = —-PAP 


وعللى ذلك : 
۷1 . كل مصفوفة 8 ۸4 ۲ = 8 متطابقة مع مصفوفة متّاثلة تخالفية #4 › هى أيضا مصفوفة مائلة تخالفية . 


ستير هن فى المسألة 4 : 
1 . كل مصفوفة 4 مربعة من درجة ۸ ماثلة تخالفية على ۴ تكون متطابقة على 4 مع مصفوفة 


قانونية . 
B = diag (D,, Ds, ..., D+,0,...,0) (15.4)‏ 
ت .. 11 0 ا 
حصا . مه | |=« إن رتبه 4 غی 2# ح ۲ : 
0 1- 
أنظر المألة ه 
ومئكه : 


1 . أى مصفوفتان . مريمتان من الدرجة # متاثلتان تخالفيتان على ۴ ٠‏ تكونان متطابقتان على ۴ 
إذاكانتا ( وإذا كانتا فقط ) من رتبة واحدة . 

إن مجموعة كل المصفوفات ذات الشكل (15.4) هى مجموعة قانونية بالنسبة للتطابق مم المصفوفات المربعة 
من الدر جة 72 المماثلة التخالفية . 


المصفوفات الهرميتية : 
) نقول عن مصفوفتين 4 و 8 مربعتين هرميتيتين من الدرجة # إلنهما خمطابقتان هرميتيا [ 70م ] أو إلنهما 
مقتر نتان ( موحدتان ) ف) إذا وجدت مصفوفة غير شاذة ۶ عيث يكون : بہ 
B = PAP )15.5(‏ 

أى : 

×] . تكون مصفوفتان مربمتان هرمتيتان من الدرجة م ٠‏ مقترنتان فيا إذا كان ( وإذا كان فقط ) من الممكن 
الحصول على إحداهما من الأخرى بواسطة متتالية من أزواج التحويلات الأولية » يتكون كل واحد من هذه الأزواج 
من تحويل أعمدة وتحويل الصفوف المرافق المناظر . 


+. إن مصفوفة هرميتية 4 رتبها م تكون مقارنة مم مصفوفة قائونية 


0 0 ما 
|o o (15.6)‏ > € 
0 0 0 
إن المدد الصحيم ثم الوارد فى (15.6) يدعى دليل 4 وإن المدد (م - م) م ح ع يدعى شارة هذه 


المصفوفة . 
[× . تكون مصفوفتان مربعتان هرمتيتان من الدرجة ۾ مقيرنتان ف إذا كانتا ( وإذا كانتا فقط ) من رتبة 


وا-مدة ودليل واحد أو زتية وأحدة وشارة واحدة . 








1۲ الفسل الخامس عشر : التاطبق 





إن اخيز ال مصفوفة هرمتية إلى الشكل القانوف (15.6) يتبع الطريقة الواردة فى المسألة ١‏ مم الانتباه إلى أزواج 
التحويلات الأولية المناسبة . تعالج المسألة ۷ الحالة الأكثر إزعاجا فى هذا _الموضوع . 0 
أنظر المسألتين 5 - ها 
المصفوفات الهرميتية المتخالفة ٠‏ 
إذاكانت 4 مصفوفة هرمتية مخالفية فإنه يكون : 


(PAPY = (PAP) = —-PAP | 

وكيد : 

11× . أن كل مصفوفة ۲ 4 ۶٣‏ = 8 مقترنة مع مصفوفة هرمتية تخالفية 4 هى أيضا مصفوفة هرمتية تخالفية . 

استنادا إلى المسألة ه من الفصل ١4‏ نحجد أن رم د ليم هى مصفوفة هرمتية إذا كانت 4 هرمتية 
تخالفية . واستنادا إلى النظرية 7 توجد مصفوفة غير شاذة م عيث يكون : 


0 200 م 0 
0 وات 0 عد ا = PHP‏ 
0 0 0 
وزهكذا يكون iPHP = iP(-iA)P = PAP = iC‏ و 
ip 0 0 (15.7)‏ ” 
0 م-س!:- 0 د B = PAP‏ 
0 0 0 


وعلى ذلك : 
1× . إن كل مصفوفة 4 مربعة هرميقية » خالفية من درجة ١‏ » تكون ب قعرنة مع مصفوفة من الشكل (15.7) 
حيث م هى رتبة 4 و ص دليل المصفوفة م . 

X۷‏ . مصفوفتان 4ى و 8 مربعتان هرمتيتان ‏ مخالفيتان .من الدرجة م تكوئان مقير نتان ذما إذا كانتا 

(وإذا كانتا فقط ) من رتبة واحدة وكانت 4ه و 8نم- لما نفس الدليل . 
أنظظر المسألة م 
مسائل محلولة 

١‏ برهن أنه بمكن اشتزال كل مصفوفة مبّائلة على 7 رتبها م إلى مصفوفة قطرية تحوى بالضبط م عنصرا غير 

صغرى عل قطرها . 

لنفرض أن المصفوفة الماثلة! [ زره | = 4 غير قطريه . إذا كان 0 كح ورك فإن متتالية من أزواج التحويلات 
الأولية من النوع م يتكون كل واحد مها من نحويل صفوف ونفس تحويل الأععدة . مخيزل 4 إلى : 


» * 6ه + مده زورون و هد و هوه هود هو هو ود هسم ةن دهةث4 





1 
م 
3 


٠١ وج‎ KA AR Mt a لجهسصم.‎ ١ r 





الفصل الخامس عشر : التاطبق CNY‏ 


ااا ا ا 


نتابع التحويل طالما أن ....ووع,روو مختلف عن الصفر . لنفرض أنه . خلال الاختزال حصلنا عل المصفوفة 


0 يل تن عات تو وي وتوا ا سا جام U CSSA‏ ووم 
SE PANEER E ES DE a SS SR AS Das 0‏ وو 0 
ius a 0‏ 0 0 
ks+1 n‏ مومه 5+2 6411 0 0 .مه 0 0 
kgso n‏ .... ويو يجيو 5+1 ks+2‏ 0 .. 0 0 
رط kn, s41 kn st?  ...2‏ 0 .. 0 0 


حيث العنصر القطرى هو 0 عيبو يبوك . اذا کان كل 0 ح يريم تكون قد برهنا النظرية لقم + = 5 
أما إذا كانت بمض المناصر زرم » مثل ‏ 40 نبو ربوم فإننا نتقله إلى الموضعم ( [ + ىو5+1) 
بالتحويلين الصفى والممودى اللاكمين ومن النوع ١‏ عندما تكون «م = ي . وإذا لم يكن ذلك فإننا نضيف إلى 
الصف ذى الرتم (« + ى ) الصف ذا الرتم ( مه + 5 ) وبعد تطبيق تحويل الأحمدة المناظر . فإننا تحصل عل 
عنصر قطرى غير صفرى . (عندما يكون 0 = وره فإننا نعمل كاق الحالة 0 = ومو +> السالفة الذكر ) . 


ما أننا توصلنا إلى متتالية من المصفوفات المتكافتة ٠‏ فإن المصفوفة 4 ستختزل ٠‏ فى أجاية المطاف ٠‏ إلى مصفوفة 
قطرية › لا يساوى أى عنصر من العناصر ال م الأول من قطرها » الصفر با يساوى كل عنصر آخر مہا الصفر . 


: 2 2 1 
؟ اختزل المصفوفة المبائلة 5 3 2| - ۸4 لل الصيغة القانؤنية (15.2) وإلى الشكل القانوف (15.3) 
5 5 2 


وى كل من الحالتين أوجد المصفوفة ۶ الى تقوم ذا الاختر ال 


42-1 0-0 1 00! 100 1 00 100 10 0! 100 
[11 = (235010 C jo 111-21 0| C jo 101-21 0| C jo 2 0-4 1 1 
1 1 أ‎ 
2 5 5 0 0 [1 01 1 0 021-41 1 0: 0 21 259 
{DR 
10 0! 100 10 0: 1 0 0 
و‎ ١ ا‎ 2 
[DIP] = [10 2 01-411 610 1 0 2ل20-‎ 20/2 2 - [C!P'] 
OOD T0 00-171 -23 1 م‎ 
1 -2۷2 -2 
P - |0 0/2 1 : وجه‎ 


0 3V2 0 





1 الفصل اتخامس عشر : التاطبق 











0 0 1 ,100 100 !0 10 ظ 
[DIP] = o02 0! -41 1| £ |o 1 0! 273 }V3 }4V2| = [C!P]‏ 
0 أ 2i‏ 11 0 0 60 1 0-1-2 0 
2 2۷2- 1 
20/2 0| - م 
0 3%۷2 0 
وكذاك : 
+ - أو جد مصفوفة غير شاذة ۶٣‏ صحيث تكون 42ت شكلا قانونيا من النوع (15.3) 
علا أن 
+ 1 1 1 
ا2 0 1 = A‏ 
10+2 2-7 1+2 
i 1+4 11 60 1 0 0 ¦ 1 00‏ 1 
i ۰0 2-i ¦ 01 0| £ |0 1 3-2! i 10‏ = ]41[ 
1 0 +-1- ¦ 10 :3-2 0 1 0 0 10+22 +-2 :+1 
0 0 1 !100 0 0 1 17 0 10 
ol 0 10 -_ 1 0‏ 1 م | 0 1 610 
1+4i —-5+12i 3 - 2i‏ 5 8 1 3+2- :1+2 5+121 0 0 
13 13 13 ' 
١2“ [‏ 6] - 
di‏ + 7 
15 غ+#- 1 
122+ 5- 8 
13 0003 2 25 
حيث 2 - 3 
ای = 
0 0 


- برهن آن كل مصفوفة 4 مربعة مإاثلة تخالفية من الدرجة م على كم ومن الرتبة 26 تكون متطابقة على ©/ 
مع مصفوفة من الشكل : 
diag (Dı, 1 N 0)‏ - 8 


.D; = 0 1 (i= L2, ...,0. حیث‎ 
-1 0 





:الفغصل الخامس عشر : التاطبق 0 ' 
آل ل ل يبي س ل 


إذا كانت 0 س 4 فإن 8 = 4 إذا كانت 0 ج 4 فإنه يوجد »› بعض .#0 يره- - زهه انبادل بين 
الصف ذى الرقم , والصف الأول ولتبادل أيضا بين الصف ذى الرم ثر والصف الثانى ثم لنبادل بين العمود 
ذى الرتم م والعمود الأول والعمود ذى الرقم ز والعمود اكانى فتجحول 4 إلى المصفوفة المائلة التخالفية 


0 e E Tr 


ET TE EY r 





ا 
١ ii E,‏ | 
.8-9 ]. لتنضرب أخيرا . الصف الأول والعمود الأول ب 1/4 فتحصل على المصفوفة 
۱ 
| 1 
ا ظ 
SS‏ > وملها بعطبيق تحويلات صفوف وأعدة أولية من النوع ۴ > نحصل على : 
4 + 3 
ه 2| ر 9ا 
0o F‏ ا 
Fy 5‏ ¦ 0 
إذا كانت 0 عد وي فإن الاخمز ال يكون تاما وإلا فإن العملية تكرر على ...... حى تحصل على المصفوفة 8 . 


هو أوجد مصفوفة غير شاذة ۶ عحیٹ یکون ۶۸4۶ من الشکل القانو ی (15.4) علما أن : 


4 2 0 0 أ 
3- 1 0 0 4 ۱ 
و0 9 | 
0 2 3 4~ 
مستخدما 0 د وري فإذنا نحتاج فقط » أن تبادل بين الصفين الثالث. والثافى ونتبمع ذلك بأن نبادل بين 

02 0 4١160 0 0 02 4! 1 0 0 0 ظ‎ 

-2 0-1-2100 16 0 01-3! 01 0 0 ) 

العسودين الثالث والثا فى ل 0 1 0 0 '2- 0 1- 2~ لكى تحصل على ]إن ن 1 ن !3 0 1 0 
1[ 0 0 0 ) !0 3 2 4- 


0 0 0 [1 -4 3 2 0 


نضرب ء بعد ذلك › الصف الأول والعمود الأول فى 4 ونتبع ذلك بأن نخلص الصفين الأولين والعمودين 
الأو لن من العناصر ألغير صفرية › فنجد على التعاقب : 


0! $0 00 01 0 2¦ $000 
0' 00 10 -1 0-1-2! 0 0 1 0 
51 -‡$1 oo] ڪ,‎ 01 0-3010 0 
0! -1 0 -2 1 -2 2 3 01 0 0 01 


وأخير! نضرب الصف الثالث والعمود الثالث فى 0/56 - تلتحصل عل 


01 0 0١ 1/2 0 00 
ا‎ 

4 0 1 0 0 '0 0 10- 
= ا 

0 0 01 1/10 -1/5 0 0 0 و8‎ 
١ 


-1 0 -2 1 





۱۳ الفصل الخامس عشر : التاطبق 


اا اا لل لل لل سس کا کا ا سس 


1/2 0 1/10 -1 


P 0 0 -1/5 0 َ ْ 
5 0 1 0 و‎ PAP - diag{D,, Do). وهكذا عندما يكون‎ 
0 0 0 1F 


١‏ - أو جد مصفوفة غير شاذة ۶ یٹ تكون المصفوفه ۶۰4۶ ف الشکل القانونی (15.6) علما بن 


1 1-2: -3+22:| 





A >= 1+; 2 =7‏ 
0 1 3-7- 
١ 1 1~i ~3+2! 1 0 0 10 O0! 1 O00‏ 
1 
to1olc joo 5-1-4 1‏ 4م 2 [A1] = | 1+i‏ 
ET 0 ١60060 1 0 5 -13 ¦! 3+2 1‏ 
0 0 1 !0 0 1 م 60 1 0 0 1 
١‏ 
1 13 2-3 ¦ 5 2-3 ا 25 
خخ د ك إ0 مام <١‏ ر کے ١٢م‏ = 0 
آ/ل قزريو 75ج !° ° |- |13 013 | 13 
و د ا 1 0 3+2 ¦ 13- 0 0 
۷13 13 ! 
[(C!P’]‏ = 
3-2 2+3 1 
0 13 5/13 
0 م يثلث م اس 
5/13 0 
لل ل هم 
13 1/13 


ا - آوجد مصفوفة غير شاذة ۶ عیث يكون 42 2 من الشكل القانوف (15.6) علما أن 
2-3 :1+2 1 
ودج 5 Î1‏ = 4 
13 4+21 34 +2 


1 1+ 2 2-34 + 1 60 1 0 0 |! 1 0 0 
[41] = 1-2 5  -4-# أو 1ها‎ 2610 o 5! -1+% 10 
1 e 1 ^ ا‎ ٍ 
2+3 4+2: 13 001 0 5i 0 ¦ -2-3 01 
1 0 0 


0 ~5 0 -2-3& 0 1 -02 


1 0 0! 1 00 10 0! | 
1 3 
HC louo si! 2 1il HClo1o o0! 2 1i; 
4 ١ 
١ 0 0 
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0 0 1 ! 0 10 
1 1 2 ا 
rT‏ 9-0 ئ ه 1 HC Û0‏ 
1 
21 4ه ي4 
6 0/10 0/10 ' 20-1 
[CP]‏ = 
4+4 2 
0 10 
ان 1 
س سس < P‏ 
710 10 
لك .بعلت بي 
VI 0‏ 


۸ - أوجد مصفوفة غير شاذة ۲ عحيٹ يكون 4۲ ۶ من الشكل القان وى (15.7) علما آن 


1 1 ٠0 [1+ 
A4 = 1 0 1 + 2i 
1+: —1+ 2i 2: 


1 1 1+ ê 
H1 = 44 =| اعتير المصفوفة المرمعية  أأ-2 0 همه‎ 
1-4 2+* 2 
1 -1- ئ 2ه‎ 
:إن المصفوفة غير الشاذة  |11 1 0] - ”© اا لنحقق الملاقة :[1-.6]1.1هلك - ميم‎ 
0 1 0 
1ı PAP = diag (i.i. i]. اود أخير ا‎ 
مسائل اضافية‎ 
: فى الصيغة القانونية (15.2) علما أن‎ ۶٣4۴ و-أوجد مصفوفة غير شاذة ۳ عيث تكون‎ 
1 -1 0 0 1 2 1 2 01 
4= ]4د 3-1 2| = 4 (ج) |4 10| =4 (ى) 21 1ا‎ [0 
1 2 4 0 0ا„‎ -1 -2 5228 
1 1 -1 . | 80/2 أده 2لغ-‎ 1-2 2 5 
(ب) | 1 مإ = عم (ج)أي ون؛ ون؛|- م(د)|1- 1ماءم‎ ۶ = 1 )١( الجواب‎ 


1] 0 0 1 0 0 1[ 00 
٠‏ -أوجد بصفوفة غير شاذة م بحيث تكون 2م28 ف الصيغة القانونية (15.3) علما أن : ٠‏ 


2i 1+ 2 = إ4‎ 


)0 1+2 1 | يم (ب) نم-1 A= ÎÛ 1+2 1+i‏ 
يه +1 22 +1 [. ١‏ 
ظ 3-64 * 1 ن24 








۱۴۸ ٍ الفصل الخامس عشر : التاطبق 





(1-i) i/NM3  (1+i)/2 


اا( ك م (ب) |3-2:(/13-) 23//)(-1) 0 P‏ 
2 9 3 +3( 0 0 
١١‏ -أوجدمصفوفة غر شاذة ۶ عيث تكون 4۲ ۶ ف الصيغة القانونية (15.4) علما بأن : 
2 01 2 0 0 0 0 0 0 2- 2 1 0 
()|3- 0 1-| = 4رب)أة ه |٩0 °٩ 1 -2)+(4 =| o‏ ر پرد) 1 0-1 1-| يي 
0 3 2- 0 3- 2- 3 0 0-1 8 0 1 2 
) ْ 0 3- 2 0 0 2-1-3 
e 4 0 -2 11060 -3‏ 1 1/3- 0 1 
الجواب : (21)1- 1 ۵| .= ۶(ب)| 1 00 > 10 = صرد) |2 1-2/3 0] ا م 
0o0 1/80 2 01 0 00 1‏ "° 
GE 0 001‏ 
۲ - أو جد مصفوفة غير شاذة ۴ حيث تكون 4۲ ۶ ى الصيغة القانونية (15.6) علما أن + > 
a |‏ +1 1 5 +1 1 
)1( 10 11+34 ` (ب)1غه 3 1-4]- 4رج) 3-4 3 1-4 | - 4 
i 4‏ 2 18 3+4 :3+2 
به +1- 1 5/(-5-) -1-i‏ 1 (2+54-) ¿-1- 1 
الجواب (١ا)‏ 1 ١‏ ع م (ب)]5/¥/(:- (2‏ 1 0|]- م(-) إلده-2) 1 0= P‏ 
1/1/5 0 0 1 0 0 
٠۴‏ - أوجد مصفوفة غير شاذة ۳ عيث تكون 42رثم ى الصيغة القانونية (15.7) علما أن ٠‏ 
١‏ 11 غ-1- i‏ ٍ 
;+1 1 ش 
= 4 ¢ و 
i 1 ( )‏ ا (+) مخ--1 0 م-1 | - 4 
i ¬‏ 1 
+1 1= م +2 1 0 
(ب) A4 = | -1 0 1-2 (J) 4-j 1 o2 i‏ 
6 0200م (1+4- 0 إ2 - 1 2+1 
الجواب (ا) ا (1-i)/V/3 -1 ١ 59 ٣‏ 1 
P =0 1/2 -1 0 1‏ 
~i —2 +3;‏ 1 : 0 
(ب) P - |0 1 ° 2-j‏ (د) 1//2- (1-2i)/¥/10‏ 1/2 
P - |iN2 (-2-i)/V/10 iN? ۰ 0 0 1‏ 
8 0 1/7/10 0 
١4‏ -إذا كان 1 8 رهن أن هناك مصفوفة © مربعة من الدرجة الثانية نحقق © = 0226 


فما إذا كان (وإذاكان فقط) 1 - | © | 
1 لفرض أن 4 مصفوفة غير شاذة مربعة من الدرجة / حقيقية ومتاثلة دليلها م. برهن أن | 4 | > 0 فيا 


إذا كان( وإذا كان فقط ) م م زوجيا . 
5 - برهن أن مصفوفة غير شاذة ومّائلة #4 تكون متطابقة مع معكوسما . 
إرشاد : خذ 8 8 ح- 6 حيث / = 848 مم بین ان ۸41 = ۶۸4٥‏ . 
٠‏ - أعد كتابة المناقشة المتعلقة بالمصفوفات الماثلة الواردة فى برهان النظرية #4 لكى تحصل عل العلاقة (15.6) الخاصة 
بالمصفوفات اطر متية . 








الفصل السادس عشر : الصيغ ثنائية الخطية ۱۴۹ 
14 برهن أنه إذا کان 428 فإن 4م تكون مااثئلة ( مماثلة مخالفية ) فما إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) 
المصفوفة 8 مماثلة ( مماثلة تخالفية ) . 
ور لتكن 5 مصفوفة غير شاذة ومتاثلة و 7 مصفوفة ماثلة تخالفية نحيث يكون ( 7 - 2 )(7 + 5.) 
مصفوفة غير شاذة . بين أن 8 - 8/2 عندما يكون 
5 1 
95-1 1ه 1 1- 7 
إرشاد : . } PSP = {(S-T) (S+TS (S-T(S+D‏ 
- لتكن 5 مصفوفة غير شاذة مباثلة و '7 أى مصفوفة تحيث تكون المصفوفة ( 2 - 5 ) (7 + 8 ) غير 
شاذة . بين أنه إذا کان ؟ = 8۶ ۶٣‏ عندما یکون ( 7 - ؟ )70-41 + فى ) - م وكذلك م + / غير 
شاذة فإن 7 تكون ماثلة خالفية . 


T = S(l-P)(I+PY = SA+PY( -P). : إرغاد‎ 


. برهن أن تطابق المصفوفات المريعة من الدرجة 7 هى علاقة تكافو‎ - 4١ 





٤ 
۴ 


SE IETF = 


۱ 





CIT 
د ا‎ 
0 

0 


aE TERRE RIN جر بد جيعد‎ 0 TET ب بج سس مسدب ب ب جب صب نب سس جر سح سجن بج جيه‎ FETE 


الفص لالساس عر 


الصيغ ننائية الخطية ‏ 


إن تعبيرا خطيا ومتجانسا فى كل من مجموعى المتغير ات إ(#ند ,... ,ونه )و 0 .... .4( .1() يسمى صيفة ثناى اللطية 
بالنسبة لهذه المتغير ات . مثال ذلك : أن 
هو ¬ 15*22 + 13xg ¬ 4x2‏ ¬ و22 + xJ‏ 
صيخة نای الحطية بالنسبة للمتغير أت (2*.:* ) و (0 .جر ءورز) . 


إن صينة ثناى الحطية الأكمر عمومية ف المتغير ات (2 ,... ,ينة ,ينة) و (60:---.71:72) يمكن كتابتها كايل : 
Matyi + Mat + °°° + nam‏ ° = (لاريه)/ 
n‏ ويج + °° *° + dX J + “22J2‏ + 


+ agıXmn J1 + Onan ya + °°° + danîn n 


ْ 9 1 
. أو بالشكل المختضر : رت 2 = f(xy)‏ 


421 1 


611: ©8427 °*°** Qn 01 


ْ dı ج‎ °°° don Y2 


O SÖŞ mG O KS GO HG DD ®. © 


XAY : .‏ 
حيث.[ ون ...وه كه ] - 32 › ,[زيه] > 4 ٠‏ .[يرز.....و3.] ع لآ 


تسمى مصفوفة المعاملات ۸4 ٠»‏ بمصفوفة ثناالى المطية كا تسمى رائبة المصفوفة 4 برتبة الصيغة . 
أنظر المسألة ١‏ 


مثال ١‏ : عينة ثنائى الللية 


11 1 0 1 
0112 1 1 |“ .> | = هلإوة + جلاإية + و1اج + و11 + xJ‏ 
و1 ]1 0 0 : 


14 - 
الصيخ القانونية : 
لنفرض أن المتغيرات + والتى عددها 7 متغيرا الواردة فى (16.1) قد استبدلث بمتغيرات جديدة ا بواسطة التحويل المطى : 
f‏ ا 
x = bjj, (i= 1,2,...,m) (16.2(‏ ر X-=BU‏ 








0 E TE E E 
17 


الفصل السادس عشر : الصيغ ثنائية الخطية 00 


ولنفرض أن المتغير ات ر والى عددها م متغيرا استبدلت متغير ات جديدة [] بواسطة التحويل الحطى - ا 
(ê = 1,2....,8) )16.3(‏ 0و0 83 = ¥ Y=CV jÎ‏ | 

: 3 

فنجد ,740(۷ 0)8 = (80(4)€7) = X4۷‏ . والآن بتطبيق التحويلين الحطيين ×1 = ل و 1۲ = ١‏ 
فإننا تحصل عل صيغة ثنائى خطيةجديد ى المتغيرات الأصلية ‏ .101 >- [1)840(1 ١‏ 
نقول عنصيغىئنائي اللطية إنهما متكافتتا فيا إذا كان (وإذا كان فقط) يوجد تحويلخطى غير شاذ يحول إحدىالصيغ الأخرى. ‏ / ١‏ 


1. تكون صيغنتا ثنائبى اللطية ٠‏ مصفوفتهما 4 و 8 من الدرجة ‏ × ٭ على متكافتتين على / إذا كانتا 


إذا كانت ١‏ رتبة (1 e i‏ الفصل ه ) مصفوفتان غير شاذتين م و © عيث يكون : 


- م 


إذا أخذنا B =P‏ فى (16.2) و © ح © فى (16.3) فإن صينة ثنائى اللطية نمزل إلى : 


0 )16.4( 


1 * وليل + بار‎ + E py 


U(PAQV = 1‏ 
أى : 
11. مكن اخزال أى شكل ( سيخة ) تاق الللیة عل ۴ »ره م وا ر ر فر ت على ل أيضا » 


uy + alg + °° + Uy, إل الشكل القانوى‎ 


1 0 1 
مثال " : اصفوفة الشكل ثناف المطية 0|۲ 1 X1‏ = 8417 الوارد فى الخال ١‏ : 
1 0 210 ْ 
1- 210 10-1 * 0 10 0 0 1 
1 01 010 0 01 0 1 0 
1 00 1 0 20 1 00 001 5 
و - - E‏ 
100 0 10 0 10 0 10 100 1 10 1100 10 41 
0-110 01 01-1-110 0 1-1-11 0 110010 2 
001 1 00 001 1 00 1001 00 001001 
Q‏ 
“2 وآ 
| 0 1-1 10-1 
وهكذا نجد أن لها |0 1 0| = ام.ء × و 1Û‏ 101 07 ع لا تحتزل لا م 1 إلى : 
01 0 1[ 00 ْ ش 


ظ 1- 0 1[]1 0|106 10 2 
واولا + ولارن + ونارن = لآو[ = 1[17 1 00 1 01 11- 
ش 1 ه 1||0 0ه ه 


ص 








| 
! 

ا 
| 
| 
| 
ا 
١‏ 
ا 


€۲ الفصل السادس عشر : الصيغ ثنائية الخطية 
وتكون معادلات التحويل 


42 س هلا = 24 


و ~ > هل 
42 2 ل ° vg‏ + ونه = Ya‏ 
Ya 5 4 22 > U3‏ 
أنظر المسألة + 
انواع الصيغ ثناثية الخطية : 
n FR 58 . 1 0‏ 
تقول عن شكل قا اة ۸4۲ = زور زره کے أن 
مماثل مماثل 
متناوب ذما إذا كانت 4 ! مماثلة تخالفية 
هرمی | هرمتية 
هرمى متناو ب | هرمتية تحالفية 


التحويلات المواغقة التفير : 


أعتير صيخة نای الحطية 1 1-4 ف المجحموعتين ذات 2 متغير ان )بر , 52 و (xı‏ و ٠ ...‹ Jn)‏ جثل و (Yı‏ 


إذا خحضعت المتغيرات × والمتغيرات بر لنفس التحويل لل € = * و €۷ = ۲ فإننا نقول إن هذه المتغير ات 


قد حولت بشكل موافق التغيير ويكون : 

11]. باستخدام التحويل الموافق التغيير لا © ح كر ٠.‏ 7# © سه ۲ › يتحول الشكل ثنائن اللطية 3 4 ”ب 
حيث 4 مصفوفة مربعة من الدرجة « . إلى الشكل ناف اللطية 7 (© 4 © ) 07 . 

إذا كانت المصفوفة 4 متّائلة فإن © 4 © تكون أيضا . أى : 

117. يبقى الشكل ثنانى الحطية المثاثل » بعد تحويل موافق التغيير للمتغيرات ٠‏ ماثلا أيضا . 

'. نقول على شكلين ثنائئى اللطية على م إنهما متكافئان بالنسبة للتحويلات الموافقة التغيير المتغير ات » . 
فما إذا كانت (وإذا كانت فقط ) مصنوفتاها متطابقتان على ل . 

نستنتج من النظرية 7 من الفصل ١١‏ مايل : 

1. ,مکن تحويل شكل ثنائى المطية ومتائل رتيته + بواسطة تحويل موافق التغيير “للمتغيرات غير شاذ إلى الشكل . 
xa + ٠٠0 + Grrr )16.5(‏ + الأيثيه 

من النظرية 11 والنظرية 1۷ وا : 


11. يمكن نحويل شكل ثناق الحطية حقيقى رتبته م مياثل بواسطة تحويل موافق التغيير غير شاذ المتغيرات من حقّز, 
الأعداد الحقيقية إلى الشكل : 


16.0( ` 27 اح ° الت 071 1+ ند _- ٠٠٠0© + PY‏ + ولايّة + XJ‏ 


وى حقل الأعداد المركبة إلى الشكل . 
)16.7( ا وليه + 2101 
أنظر المسألة ۴ 








الفصل السادس عشر : الصيغ ثنائية الخطية 1€ 


التحويل مخالف التغير : 
بفرض أن الشكل ثنافى الخحطية هو ذلك الوارد ف الفقرة السابقة . إذا إخضعت المتغيرات + إلى التحويل ل )٥-1(‏ = ¥ 
والمتغيرات بر إلى التحويل 7 ') = ۲ فإننا نقول عن المتغيرات إنها قد تحولت بشكل مخالف التغيير . 


ود : 


111لا. باستخدام تحويل مخالف التغييبر لا (021) ب لر و# 0 = ۲ يتحول الشكل ثائى اللطية ۷+ 4 + 
حيث 4 مصفوفة مربعة من الدرجة # إلى الشكل ثنافى الحطية 7 ( © 4م 1 ) 0ل . 


6]. يتحول الشكل ثنانى الحطية ‏ 2(۸ + ٠٠٠‏ + ولرد + ررب = 17 إلى الشكل ذاته ويا إذا كان ( وإذا كان 
فقط ) تحويل مجموعى المتغيرات ثم بواسطة نحويل محالف التغيير . ) 


الشكل ثنائى الخطية القابل للتحئيل لعوامل : سنبرهن ف المألة ؛ : 


×. بمكن تحليل شكل ثناى الحطية غير صفرى لعوامل فما إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) رتبته مساوية الواحد . 


,2-1 1 | *|[13- 2 12 
17 5 4| ||| و ي_ أ اعت ت | = ولي - وردة1 + وروعة - ور13 - د(2 + له 
33 


١-اخيزل‏ هلاهة + ولزمة4 + ولمنه3 + ملاونة3 + ولاونة + ولاية2 > ر×2 + ڕ 2¥ = وی3 + ود2 + ری إل‌شکل 


قاتولى . 
2- 3 2 1 
إن مصفوفة الصيغة هى |و 1 2 2| - 4 .من المسألة ٠‏ من الفصل الحامس نجد أن المصفوفتين غير الشاذتين 
|1 4 0 3 
00 1 3- 4/3- 1/3 1 00 20 
10 هج أ.ءم , 7/6 5/6- 1/6- 0 حققان العلاقة | ر .| - 7240 . وهكذا فإن التحويلين 
1 1- 1- 0 1 0 0 
1 0 0 0 
الحطيين : 
1 1 
4ے - و HET‏ 
ون - وناك — x = Uq‏ 7 5 1 
/ ! . ِ 0- + 2105 - ولاع = y=‏ 
NEF‏ أو هلظ - يلا دوع را 1-07 أو 8 5 : 
u3‏ - و2 58 > 8( 
J4 = 4‏ 


بحولا ن AY‏ إلى rT‏ 








بمو TTF NTT er po a o‏ ع ل مسي د حبص واج بمب عع ب + :صوصب بجو بسب Tra‏ لوبهم عر age: ti qm snare‏ 


واد هه يام د کر م ر س ل 


rtp army sear ar بسب سه نوو م‎ 





ا EEE!‏ - کک ا ب 
اا ا ا ی ی ا کے ر ی 


حر وسو عب يسم ممه رم لح هجر mi‏ ب مسو هسه بسر بماسججوسي بوجوب TIT ITT rr rym, prey e eat ê‏ 
a us.‏ ذا ا 


/ 
E 
00 
ا‎ 

0 
i 
iT 
j 


ام سي جا اجام جد س 


ELIA hai :‏ وب IR F TFET Fg‏ ب بسب مسب بج م ب ب بج a‏ 
Est‏ 8 ا 


من هنس 2 مج ہے کی سمت وسم پنوس پمی ہی وا بیو میم و ی هل 


16€ . الفصل السادس عشر : الصيغ انالبة الخطية | ) 


ده 00 


؟ - حول صيغة ثنائى المطية الائ 1 


o 


2 1 
5 053 - 141 بواسطة تحويل موافق التغيير )١(‏ إلى (16.5) على 
8 2 


تي ار 006 © 


1 
حقل الأعداد الجذرية > (ب) إلى (16.6) على حقل الأعداد الحقيقية و ( ج) إلى (16.7) عل قل الأعداد المركبة . 


1- 10- 2- 1 1- 10- 1-2 
١‏ )من المشال ١‏ - الفصلل ٤ - ٠٠١‏ لحو ت 
0 1 0 0 0 1 0 0 
عولان X AY‏ إلى .و + لار = پا رفا 
: ظ وت قت 1 1- 2- 5- 1 
(ب) من المغال ۲ - الفصل ١١‏ - نحد أن التحويلين الخطيين 9 1= 1 2 °| x 60 2 1 -1 U. y‏ 
1 0 0 0 ءْ 1 0 0 0 1 
0 0 $4 10. 6ه 0 + 0 
عولان ۷ 4 ل إلى . .هوف + نارغ + ارس 
( ج ) من نتائج المثال ؟ من الفصل ١١‏ » بمكننا أن نجد. 
00 1 !1000| |0 060 1 007 10 
20 0-5 0160م |2 20 00-5 01 
i 00‏ 22 ! 0 1 0 210 [0 0 1 7-2 10ه 0 0 
0 1 1-1- ( 0 0 00 10 1- 07-1 0 00 
1- 22 1-5 1- 24- 1-5 
i-1‏ 2 0 1- ّم 2 0 
١ 5 9 5 j ٠‏ = ¥ 5 55 . 
وهكذا فإن التحويلين الخطيين “|1 ى وان ل[ ىم م 6|-# عولان [8 #4 1 إلى 
0 0 4+ 0 0 0 $ 0 


.وناج ¬ لارا + ا 


٤‏ - برهن أنه ليكون شكل ثناق المطية غير صفرى ( لر , × ) ثر قابلا قتحليل إلى عوامل فإنه يلزم ويكفى آن تكون 

رتبته مساوية الواحد . 
لنفر ص أنالشكل قابل للتحليل إلى عوامل : أى أن 

22, 1 2 (2 )يدوم‎ ° = ZZ b; 6» j*j 
. وعل ذلك بن رط = ره . إن من الواضح أن أى مصغر من الدر جة الثانية من [ زه ] = 4 مثل‎ 

7 - َ ۳ و‎ 4 5 aj Qj 

= js 

aki “ks ab j anÙg 25 “ûk 

يتلاثى وهذا يؤدى إلى أن رتبة 4 مساوية الواحد . 


على العكس » لنفرض أن الشكل ثناق اللطية من الرتبة ١‏ » إذن نجد من النظرية 7 أنه يوجد تحويلات ععلية غير شاذة 
تحول الشكل المفروض إلى .رديه = [(28740)) والآن التحويلات العكسية التحويلات 








الفصل السادس عشر : الصيغ ثنائية الخطية 1€ 


vj = < م ها و < ز:*‎ Eb 
. تحول ر۷ وك إل (رج)/ = (ز زنک € ز× ز٣ ) وعلى ذلك تكون (نر, * ) ل قابل التحليل إلى عوامل‎ 


سائل اضافية 


- أوجد تحويلات خطية تختزل كلا من الصيم ثنائية الحطية التالية إلى الشكل القانوى (16.4) 


)'( ولوة -- ولزوة - إلاوة - ولونتة - يلإوة + 3311 + ولايعة - 210 
T14 5 8 31 0 2 =5 1 0‏ 
(ب) .7|۲ 2 11- 4- أ × (ج) ,ا2“ 8 72 x +” 3 5|, x|‏ 
10 5- 5 2- 1 1 6 12 3 5 
0 35 10 6 5 8 
٠‏ - أوجد تحويلا موافق التغيير يحول : 
3 12 31 1 ْ 
(1) اي و ١‏ أنبر و (ب) 2|۲ 10 3أ × إل الشكل القانوفق (16.6) 
14 4 3 25 1 
ّْ 5 1-2 3- 3- 1| . 
الجواب (1) | ) 0آد62م (ب) vV3/3|‏ 1 6-10 
1[ 0 0 ّ 3 0 0 


٠ 1! 0 900 ۰‏ 
فأوجد التحويل الذى حول 4,۲ X7‏ إلى ۷ر4 ا ٠ ٠‏ 
الجواب C۷‏ = ¥ .800 82) - 2 
۸ - فر المسألة ۲۴ نى الفصل ه باستعمال زوج من الأشكال ثنائية الحطية . 


1 4 1 
۰ 0 1 1| 2- 73 2 
1 0 1 14 چ2 


.١ =۶ ۷ برهن أن تحويلا متعامدا هو تحويل مخالف التغيير مم نفه » أى أن ل ۲ = × و‎ ٠ 

|× برهن النظرية‎ - ١ 

؟-إذا كان لا كر “ل شكلا ثنال الحطية حقيقيا وغير شاذ فإننا نسمى [ 4-4 ل بأنها صيغة ثنائى الخطية العكسية. 
بره نأنه إذا تحولت صيغتان ثنائيتا الخطية عكسيتان بشكل مالف التغيير بواسطة تحويلمتعامد واحدء فإنه ينتجعن ذلك شكلان 
ثنائيا المطية عكسيان . 

١‏ - استخدم المسألة 6 من الفصل ١٠‏ لكى تير هن آنه يو جد تحويل موافق التغيير P۷ , × - PU‏ = لآ محول 

828-1غجلا — و9 يعولا + ٠٠0‏ + هلاهنا - ولا هنا + إلآهلة - ولا ونا 

4 -عين شكلا قانونيا لشكل ثنان الحطية: متناوب هرميى وهرميى . 

إرشاد : أنظر (15.6) و (15.7) 











الصيغ التربيعية ( الأشكال التربيعية ) 


يسمى كثير الحدود المتجانس من انوع 


4q = 4 = 2 E aj; (17.1) 


i=1 j=1 
و وك‎ X2 ... ۰ Xn عناصر من م ع صيخة تر بيعية على / ف المحاهيل‎ ij والذى تكون معاملاته‎ 


: ١ مثال‎ 


إد و 8 يق + ين 46 - 12:7 - 2و2 + كير = ۾ صيخه ثر بيعية للمتغير ات و , ر× , ,× ممكن كتابة مصغوفةهذه الصيخة 
بطرق مختلفة معتمدة عل الطريقة الى توزع مموجها حواصل ضرب المدود التقاطمية (التصالبية) ر×4 و و× × 8 لقكوين 
ادود 5221 21 .012*1×2 ر. ۵8191 .49×19 سنتفق على أن مصفوفة الصيغة الثر بيعية هى مصفوفة ماثلة » وسنوزع حدو د 
حواصل الضر ب التقاطعية حیٹ یکون ززه د زه وع ذاك 


x2 + 2ً = 7x س‎ 4×× + 8x4 


فى 
إلى 


4ه 2- 1 
]|0 2 81-2 
1~ 0 4 


„It 


تسمى المصفوفة الماثلة [ر»] - 4. مصفوفة الشكل التر بيعى ( الصيغة التربيعية ) وتسمى رتبة 4 رقبة هذا الشكل . 
إذا كانت الرتبة ” ميث تكون ٣‏ < بر فإن الشكل يدعى شاذاً وفى الحالة المعا كسة يدعى غير شاذ . 


التحويلات : 


إن التحويل. الحطى 1 8 ح لر على / بحول الشكل الثر بيعى (17.1) ذا المصفوفة الماثلة 4 على / إلى الشكل الثر بيمى . 
(BYJA(BY) =  78/48١[ )17.2(‏ 

ذى المصفوفة الممائلة 48 8 . 

اي صيغتان عه ف نفس بجموعة ا بعد بأمهما متكافئان ا إذا كان و فقط ( 
5 ا 4 0 


. إن رتبة صيغة تربيعية نبى ثابتة بعد إجراء تحويل غير شاذ للمتغيرات . 
11 يكون شكلان تر بيعيان على متكافئين على E E OS) SEE‏ ل 
ينتج عن المسألة ١‏ من الفصل اة ةرت * بمكن أن تخت ل الشكل 

hy? + hay; +... + لاج‎ hı #0 )17.3( 








الفصل السابيع عشر : الصيغ الترييعية ( الاأشكال التربيعية ) ¥{ 


والى توجد فبا حدود تربيعية فقط المتغير ات بتحويل خطى غير شاذ ۲ 8 = ¥ . 
حدر بنا أن نذكر أن المصفوفة 8 هى حاصل ضر ب مصفوفات أعمدة أو لية بِيما 8 هى حاصل الضر ب بير تيب معا كس » 


لنفس مصفوفات الصفوف الأو لية . 





مثال " . 
4 2- 1 
ادل 0113 25 “وت 1ه - م الوارد ف المثال ١‏ إلى الشكل (17.3) 
7- 0 4 ۰ 
10 !0 0 1 0 6 471 1-2 
21 !8 2- 6| © |10 010 2ه 2-|]| - [7 4] 
N‏ 
لدينا 1 0 4- 237- 8 0 01 0-710 4 
0 060 071 0 1 
85 مغ - [0 610-2021 
1 يم 
1] 4 4 9 0 0 
4 2 1 
وهكذا جد أن |4 1 0= 8۲ = × حول ي إلى .2ر9 + 2ر2 - ر < و 
1 0 0 


طريقة لاحرانج للاختزال : 
مكن تحقيق الإنتقال من شكل تر بيعى إلى الشكل (17.3) بطريقة تمرف بطريقة لاجرانج وهى تقوم بشكل أماسى ٠‏ 
على تكرار علية الإمام إلى مر بع كامل . ۱ 





۳ J 
- 2 2 
q = x + 2x - بت‎ 4x, x + 8× * 
2 lx - 4x) - 2x, أ‎ + 2 - 1 
3 lz 4) - -ية)4 - 14 - 2 + 2 - يد)4 + (ينه2‎ 25 
2 
=  )*:,- و - (يعيدة - )3 - لايعة +ي*2‎ 
ا َ9 + (2د16 + × ر×8 - 7:د)2 س 4(7 + ر×2 - ر( ت‎ 
ب‎ 2 2 2 : 
= )×, - (ييع4 - )2 - ( ×4 + ر×2‎ + 9< 
x = Yq + 2y2 + 43 yı = x - 2 + چ4‎ 
وهكذا د أن و4 - ج = ورا أو هبيه + در = ونه‎ 
x3 = 


J3 J3 7 xa 


قد حول 4 إلى 2و + 22 - 70 
أنظر المسألة ٣‏ 
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الصيغ التربيمية الحقيقية : ) | 
نفرض الشكل الثر بيعى 41 × = يي اختزل بواسطة تحوبل حقيى غير شاذ إلى الشكل (17.3) . إذا كان واحد أو أكثر 
من :# سالباً » فإنه يوجد نحويل غير شاذ 002 ع كر » حيث تنتج ٣‏ عن 8 متتالية من تحويلات الصفوف والأعمدة 
من النوع ١‏ . الذى حول ي إلى ٠‏ 





2 2 2 2 2 
(17.4). وضوقة = °06 - Sp+12p41‏ - 2و5 a, WW I, FTF or oF‏ 
00 والى فها تسبق اخدود ذات المعاملات الموجبة الحدود ذات المعاملات السالبة . 
0 والآن التحويل غير الشاذ : 
wj = Vs, (= 1, 2, ...,5 ّ‏ 
ا ا 1 1 1 
ا 1 و ¥ 1 ودد 1 ,1 ,صر ,بب ,ر حو Z = diag‏ 
ا 
1 . حول (17.4) إلى الصيغة القانونية . 
1 1 ریو سب . د زر ا اه 2 
[ (17.5) للا 41 للا + + دن + ل 
1 وحميث أن حاصل ضرب تحويلات غير شاذة هو نحويل غير شاذ ء فإنه يكوب : 
ؤ ٠‏ 111. بمكن اخعزال كل صيغة تر بيعية حقيقية بواسطة نحويل حقيى غير شاذ إلى الصيغةٍ القانونية (17.5) حيث تسمى م ء 
ْ عدد الحدود الموجبة ع ذليل ألصيغة الير بيعية المفر وض و / رتبها . 
0 1 فى المثال ؟ - الصيخة المز بيعية :8,3 + يي *4 - 7 3 2 4 = ۾ حتزلت إهى q = 71 7 2 0 y3‏ 
1 ان التحويل غير الشاذ 22 = ول .و2 = ور ,و2 = ور حول 7 إفى 225 - 925 + 2ج - ”م وإن التحويل غير الشاذ 
11 ' 1 
1 2 رون = zg‏ - 22 ,وس > 21 حول ي إلى ونه 3 رَس + َس چ 
0 بتجميع التحويلات فإننا نجد أن التحويل الحطى غير الشاذ 
Xx = wy + w2 + ۷2 ws : ْ‏ 
0 ۷2 4/3 1 
0 مده 25102 + ود = وه أو 5]7 4/3 x = |o‏ 
| 1 0 1/3 0 
ونه 3 7 xg‏ 


رلو ا ا ا و و وا 
قائون سيلفستر للقصور : 
سنير هن ف المسألة ه قانون القصور . 
1307 إذا اخيزل شكل تر بيعى حقيى بواسطة نحويلين غير شاذين إلى الصيغ القانونية (15.2 ) فإن هذين التحويلين يكون 
لما نفس آلر تبة و الدليل . : 
0 وهكذا فإن دليل مصفوفة مائلة حقيقية يعتمد على المصفوفة و ليس عل التحويلات الأولية الى تنتج (15.2) . 
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إن الفرق بين عدد الحدود الموجبة وعدد الحدود السالبة (م-م)-م فى (17.5)يدعى شارة الشكل الير بيعى . كنقيجة 
للنظرية ۷[ مد : | ٌْ 
. يكون شكلان تر بيعيان كل ى ۸ من المتغير ات متكافئين عل حقل الأعداد الحقيقية » إذا كانا ( وإذا كانا فقط ) _ 


من راتبة واحدة ودليل واحد أو من رتبة واحدة وشارة واحدة . 
الصيغ التربيعية المركبة : ) 
بفرض أن الشكل الت بيمى المركب 74¥ بمكن اختزاله بتجويل غير شاذ إلى الشكل (17.3) . إن من الواضح أن 


التحويل غير الشاذ : ) 
VhiyYi. (i‏ = 2 


(9 يه 1 


المت 2 + ملم عن الى ji = Yj‏ 


حول [7.3!) إلى 
EMR ° 6‏ 


ای : 

الا. مكن اختزال كل شكل تر بيمى على' حقل الأعداد المركبة رتبته ٣‏ بواسطة تحويل غير شاذ على حقل الأعداد المر كبة 
إلى الشكل القانوف (17.6) .. ظ 

.VI]‏ رن صيفتان تر بيعيتان م ركبتان كل ى # من المتغير ات ٠.‏ متكافئين على الحقل المركب فما إذا كانا ( وإذا كانا 


فقط ) من رتبه واحدة . 
الصيغ ( الأشكال ) المحددة والصيغ ( الأشكال ) شبه المحددة : 


نقول عن شكل تربيعى. .حفيق غير شاذ ۸4× = ۾ حيث 0< |4| فى ۸ من المتغيرات» إنه حدد موجب فا إذا 
كانت رتبته ودليله متساويين . وهكذا فإنه» فى حقل الأعداد الحقيقية» بمكن اختز ال شكل تر بیعی حدد مو جب إلى الشكل 
تبر + °+ Ya‏ +{ ويكون م > 0 لأى مجموعة من القبم غير التافهة نمحموعة المتغيرات * . 
يمى الشكل !لر بيعى الحقيى الشاذ +4 ¥ د4 حيث 0 |4| .شکلا شبه محدد موجب ف) إذا كانت رتبته و دليله 
ناوین ای اذا كان م. م بيثم < 2 وهكذا فإنه . فى الحقل الحقيى بمكن اخنز ال شكل تر بيمى شبه محدد موجب 
إلى العكر .7ر +١ + ٠٠٠+‏ ۷ حيث +<م . ويكون 05# لأى مجه وعة من القيم غير التافهة المتغير ات × . 
نقول عن شكز تر بيعم حقيق عبر شذ ×4 حو إنه محدد سالب فيا إذا كان دليله 0حم أى إذا كان =۸ و0=م . 
وهكذا فإنه . فى الحقز الحقيق . مک اختزال شكل تربيعى تحدد سالب إلى الشكل جر ٠١‏ - 12 إل اء 
ويكون 0 < 0 لأى مجموعة من العم عبر التافهة للمتغيرات * . 
نقول عن شكل تربيمى حقيقى شاذ ل ٨۸4‏ = ي › إنه شبه محدد سالب . فيما إذا كان دليله 0 = م ٠‏ 
أى إذا كان م < م و 0 - مم . وهكذا فإنه ف الحقل ا!لقيقى › بمکن اختزال شكل تربيعى شبه محدد سالب ١‏ 
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إن من الواضح أنه إذا كان © محدداً ( شبه محدد ) سالباً » فان ۾ يكون محدداً ( شبه حدد ) موجباً . 


11 إذا كان 17104 ح- ي محددا موجباً فإن | 4 | > 0 . 


المصغرات الرئيسية ٠.‏ 
| تقول عن مصغفر للمصفوفة 4 إنه رئيسى فما إذا حصلنا عليه تحذف بعض صفوف 4 والأعمدة ذات الأرقام الماثلة . 
وهكذا فأن العناصر القطرية لمصغر رئيسى للمصفوفة 4 هى عناصر قطرية ى 4 . 
سنير هن فق المسألة 3 
1. إن لكل مصفوفة متائلة رتبها م ٠‏ على الأقل » مصغر رئيسى واحد من الدرجة م لايساوى الصفر . 
المصفوفات المحددة وسبه المحددة : 
تسمى المصفوفة ۸4 لصيغة تربيعية حقيقية × X۸4‏ = ل مصفوفة محددة أو شبه محددة إذا كان هذا الشكل الير بيعى 
محدداً أو شبه حدد و يكون 
×, تكون المصفوفة الحقيقية المماثلة 4 محددة مو جبة فما إذا كان ( وإذا كان فط ) يوجد مصفوفة عير شاذة € محيث 
تعقق الملاقة € €=4 . ٠‏ 
1×. تكون المصفوفة الحقيقية الماثلة 4 ذات الرتبة ١‏ يشبه حددة موجبة فما إذا كان ( وإذا كانت فقط ) توجد 
مصفوفة © من الرتبة م وعيث تحقق العلاقة “© © - 4 . 
| ) أنظر المسألة ¥ 
ا کات 4 غا ت غات كل س تى 3 هن لوه . 
أنظر المسألة ۸ . 
111 . إذا كانت 4 شبه حددة موجبة » فإن كل مصغر رئيسى ل 4 يكون غير سالب . 
الصبيع التربيعدة المنتظمة : 
نعرف لمصفوفة ماثلة [ننم] - 4 على / . المصفرات الرئيسية المتقدمة ٠‏ كايل : 
2 642 011 


, Pg = G@2 da2 d23 ا‎ Pp > |4| (17.7) 


@31 صوق‎ Q43 


Mı m2 
d41 2 


Po =1, P= 41 Pa = 








سثير هن ق المسالة ۹ 
17 . مكن إعادة تر تيب أى مصفوفة 4 مر بعة من الدر جة / غير شاذة بالمبادلة ببن صفوف معيةة والميادله بين الأعدة' 
المناظرة بحيث لايكون :يرصم و 2و صفریین معا .. 


/اا. إذا كانت 4 مصفوفة معائلة وكان ‏ 0 # يرمي_يرم و 0 = ,_برم فإن و_يرم و برط يكون لا إشار تان متضادتان . 


مثال © . 


E Ek 2 1 


2 2 1 1 
لصيغة لر بيعية .ى ي ر را'× = ×4× po = 1. p1 =1. p2 =0. pa =0. p4 = |4| =1. ù‏ 
1 4 2 1 
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إن هنا 0 ووه إن التحويل اذووع - نز يؤدى إلى الشكل : 
114 
0 2 2 1 ا 
EE‏ 
3 4 2 2 
والذى يكون له .1 2 هم .1- - وم .0 - وم ,1 - هم .1 - وم وهكذا فإنه ى (7) لايكون كل من وم و وم مساو يين للصفر معا . 
نقول عن مصفوفة متاثلة 4 رتا ١‏ إلى مصموفة مرتبة بإنتظام ذما إذا لم يكن حدان متتاليان م من المتوالية 
,وم بوم . صهريس . عندما تكون 4 مرتبة بإنتظام . فإننا نقول إن الشكل الثر بيمى ×۸4 ¥ منتظم . إن الشكل 
نعط ى الان ٠‏ غير منتظراء وإن الشكل الثر بيعى (1) الوارد فى هذا الخال منتظم . 
لتكن 4 مصفوفة متاثلة من الرتبة م . من النظرية ×1 » تحوى 4 على الأقل مصغراً رئيسياً مر بع 44 من الدرجة م 
عير متلاثى والذى يمكن وضع عناصره فى الزاوية العليا اليسرى من 4 . وهكذا فإن 0 جرم بيما .0 - يرم > ... - وومم ” P+‏ 
من النظر ية 7 مكن إعادة ترتيب اذ م صفا الأول واإذ م عموداً الأول بحيث يكون واحدا على الأقل من -م0 و 2-رص عير 
ساو مصشر ٠‏ إذا كان 0 © ,رم و 0 - ورم فإننا نطبق الطريقة السابقة على مصفوفة ,رم » إذا كان 0ع7 يرم 
فإننا نطبق هذه الطريقة على مصفوفة ررم وهكذا إلى أن يصبح 44 مرتبا بإنتظام . وعلى ذلك . 
1/ا. أى مصفوفة ماثلة ( صيغة تر بيعية ) راتبها م يمكن ترتيها بإنتظام . 


(1) 


أنظر المسألة ٠١‏ 

[[لالا. يكون الشكل الثر بيمى الحقيى 416 “ل محدداً موجباأ ذما إذا كانت ( وإذا كانث فقط ) رتبة #وكانت جميع 
مصغر ابه الر تيسية المتقدمة مو جبه . ۰ 

11× يكون الشکل الر بیعی 4¥ ¥ ذو الرتبة م شبه محدد مو جباً ف) إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) كل من‌المصغرات 
ر ليسيه 00:2٠...‏ موجبه . ) 
طريقة كرونكر للاختزال : 

إن طريقة كرو نكر لإختزال شكل تر بيعى إلى شكل تر بيعى آخر لانظهر فيه إلا الحدو د المربعة » تقوم على مايأق : 

X1۸‏ إذا كان 4ر2 ب شكلا تربيعياً على / فى ۸ متغيراً من الرتبة 7 فإنه ممكن تطبيق نحويل خطى غير شاذا 
على م . تحوله إلى الشكز 77087 = و عيث يتمع ى الزاوية اليسرى العلوية ل B‏ ا من 4 ¢ ذو م صفاً وغير 
شاذ . علاوة على ذلك يوجد تحویل خحطی عل ۴ ce‏ غير شاذ بزل ۾ إلى q4 = XCR,‏ وهو شكل تربيعى غير شاذ فى م متغيرا . 

×× إذا کان × 4 الآ - 4ن شكلا تربيعياً على ی ۸ متغيراً وغير شاذ وإذا كان 0 7 بور »© = و۶ 
فإن التحويل الخحطى غير الشاذ 


(1-خ ,... ,2 ,1 ع 2غ) Cinn:‏ + 1 


غ1 Can‏ حت ورد 


+4 
<. 
١ 
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71-1 7-1 


يحول 9 إلى #مز«م سم + زبرويرزيه 8 حيث عزل حد مريع واحد من بين المتغيرات . 





ست 


4 1-2 [ 
مثآل ١‏ : الشكل التربيى |0 2 2-]2 - برمير نحد 06ب 2 - 
7- 0 4 1 


1 -2 
-2 2 





| * ممه - وم 


د 0000 ire‏ ا a‏ د 1 
ال a AOL‏ / 55 / 2 50 ی ی ن 
r‏ 2 500 یی چ ای ر ا E‏ يي ل ا E E‏ 


إن التحويل الحطى غير الشاذ : 





1 0 -8 x = 9 + C19) y1 - و8‎ 
X = 0 1 -81[ أو‎ x2 = ya + ونبزروي0‎ = y2 ¬ 8ya 
0 -2 xg = و3‎ ¥s = - و3‎ 


مختزل 7 م كر إلى : 


0 01| 1-2 4|1|]1 0 -8 1-2 0 
Yl o 1 olj-2 2 ojjo1 -ejY - 2-]|ا‎ 2 0| ١ 
-8 -8 -2|| 4 0 -7| |0 0 -2 0 0 386 


الذى يظهر فيه المتغير ولا بشكل مربع فقط . ظ 
[××. إذا کان × 4 = ۾ شكلا تربيعياً غیر شاذ عل ۴ وکان 0 = n, n-1 = nn‏ بيا 
,0 ۶ وم فإن التحويل غبر الشاذ عل ٣‏ : 


x4 = ¥ + Ci na Yn-1 + Cin Yn: (t 3 1, ا‎ n—2) 


i-1 = CUn4,n Yn: Xn = An, n-1Yn4 


10 0 ... 0 dna ın 
EO zs. Ua Os 


X= BY irene ا‎ 1 


0 0 0 ... 1 0 4-1 0 
000..0 0 nun ُ 
000 ... 0 Annas ؤ 0م‎ 


na 7-2 


محول ‏ إلى 7109-1 22-1 , 200 + 21413 > 2 
ْ 22 121 


Yi Zi (i = 1, 2, soo“ n—2( 


Jn = 2-1 7T An 
Jn = 2n + 7 


4 
د‎ 
0 
E 
ا‎ 
و2‎ 
+ 
1 
E: 
ا‎ 
ا‎ 
2 
a: 
- 
وز‎ 
+: 
E. 
H0 
E 
°; 
٠ 
: 
1 
8 
1 
: 
1 
م‎ 
1 
0 
HE 
د‎ 
1 
١ د‎ 
E: 
1 
ni 


0 
ا 
في 2 
ا 
3 
8 
1 
© ررد 
F3‏ 3 
E:‏ 
1 
1 
1 
1 
۴ 
1 








ی 
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0 الفصل السايع عقر : الصيخ التربيا ( اا ا 


م ”م 
يؤدى إلى 0 کم g4 Pn)‏ ,2 + 017227 2 2 حيث عزل حدان تر بيعيان لما إشار دين محتلفتين 
کو 7-1 2-21 .0 و 
مثال ٠‏ للشكل الثر بيعى 
براه 4 XAX = X2‏ 
1 
يكون 0 = ag‏ = 22 بيما .0 £ 1- = Ago‏ . إن التحويل غير الشاذ 
yı + Coya + gya‏ ° 1* 2 1 1 
02 2 أو -1|¥Y‏ 0 0 چ 
a2 y2‏ 3 0 0-1 
يختزل 7 4 ل إلى الشكل : 
Ofl1 1 1 2 1 0 0‏ 0 1 
لو + YBY = y2‏ = 72|: 060لظ - 0-15 05 43 Y1 0 -1ll2‏ 
0 1 0 م 1 1110 3 0111 2-1 
وإن التحويل : 
Jı 7 Zz‏ 0 0 1 
23 - 22 = 32 أو 77 1- 1 0 2 1 
و2 + 22 = وو 1[ 1 0 
عول ۲ 8 3 إلى الشكل 
0 0 1 م 0 011 0 0111 0 1 
Z0 11|loo1|ljo1 1Z = z0 2 E 3S ER‏ 
2- 0 0 1[ 1 0|106 1 110 0-1 


اعتدر الآن شكلا تربيعياً فى # متغيراً رتبته ۶ . من النظرية ]عا مكن اختزال ب إلى 1 4 ¥ = ي 
حيث يكون ل 4 مصغر مريع من الدرجة 7 غير شاذ وواقم فى الزاوية اليسرى و العلوية بيما تكون بقية المناصر أصفاراً . 
واستناداً إلى النظرية ۷1 × مكن ترتيب 4 بشكل نظاى . 


إذا كان 0 د ,رم فإنه ممكن إستعال النظريه XX‏ لعزل حد مربع واحل 


Pr-1PrY? )17.8 (‏ 
إذا كان 0 - .عم بنا 0 < رم ,مه فإن المبادلة بين الصفين الأخيرين ثم بين الممودين الأخير ين يؤدى 
إلى مصفوفة يكون فها بالترتيب الحديد 0 ع وم يميه = يوم ما أن 0 عد حرم فإنه يمكن 


استخدام النظرية 7 ا مرتين لعزل حدين مر بعين 
2 2 
Pra rq, rara + ra, ra Pr ¥, ) 17.9)‏ 
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والذى تكون إشارتاها متضاد تان وذلك لأن إشارة در م هى عكس إشارة ر م وذلك وفقا النظرية ۷ × . 

إذا كان 0 = ربص و 0 = رم , يمه فإن ( أنظر المسألة ه ) 0 كح رم ,به وبمكن إستعال النظرية 
211 لعزل حدين مربعين : 

y%) (17.10)‏ — )جم يدم ,20 

لما إشارتان مختلفتان . 

بمكن تكرار هذه الطريقة حى يختزل الشكل الير بيعى المعطى إلى شكل تربيمى آخر لاعحوى سوى حدود مربعة المتغير ات 

يكون المد المعزول من (17.8) موجباً أو سالباً بحسب ما تكون للمتوالية رم . و ,مم إشارة ثابتة أو تغيرا فى 
الاشارة . من الملاحظ فى ( 17.9 ) و ( 17.10 ) أن المتواليتين : +2 1+ ,1ب :2 Pra Fr raq: Pr sy Pr-‏ 
تحويان ثباتاً واحداً فى الإشارة وتغيراً واحدا ف الاشارة بغض النظر عن إشارة ٣ورل‏ ر 10س ,سلا 
دوا ا ) ۱ 

1 إذا اختزل الشكل الثر بيعى × 4 ل هب المنتظم ذا الرتبة م إلى شكل تربيعى قانوف بطريقة كرونكر 
فإن عدد الحدود الموجبة يساوى تماما عدد الحالات الى تبى فيا الإشارة ثابتة فى المتوالية ,+7 ٠٠٠,‏ ,21,۲2 ,20 
وأن عدد الحدود السالبة يساوى ماماً عدد الحالات الى تتغير فبا الاشارة » فى هذه المتوالية . و بمكن حساب الصفر ف المتوالية 
اا وها أ اانا وک ااي ` 
| أنظر المسائل ١١ - ٠١‏ 


الشكل التربيعى القائدل للتحليل الى عوامل : لتكن0 د 2 4 1 ذا تالمعاملات المركبة هىالصيفة الثر بيعية المعطية . 
لنفرض أن × 4 ¥ قد حلل لعوامل من الشكل 


XAX ج‎ (d1 + و ) ( جد 2 + ... + ينهو‎ + baxa ...ا له‎ + bn xn) (i) 


إذا كانت العوامل مستقلة خطياً فإنه يوجد عل الأقل مصفوفة من الشكل | ۴ غير شاذة . لنفرض 
7 1 


آنه آعد ت قم المتضر ات و معاملایا عست نأل 97 1 2و6 4ه 
عيد ترقيم المتغير ات و معاملاها بحيث نأخذ 4 1 الشكل 34 8 


و2 0 + ٠٠٠١‏ + ييدية + HX‏ 7 إل 
Ya = bx + baxa + ‘۰< + bqxn‏ 
Ya = X3, sons Yn = Xn‏ 


يحول (1) إلى ور لر ذى الرتبة 2 . إذن (1) تكون من الرتبة 2 أيضاً . 
إذا كانت العوامل مرتبطة خطياً ا يوجد على الأقل عنصر 0 حح ره . لنفرض أنه أعيد ترق المتغيرات ومعاملاتها 
يث يأخذ ,»© موضع »© . إن التحويل غير الشاذ ظ 


م5 6 + ٠.١0‏ + ولاج0ه + 0131 > إلا 
Ja = Xa, r, Jp 3 Fn‏ 


يحول (1) إلى 2ر فى الرتبة 1 .أىأن (2) منالرتبة 1 أيضا . 





النصل السابح عشر : الصيغ_التربيعية ( الاشكال التربيسية ) 100 


1-1279 فصل السابع عشر : الصيخ التربيعية ( الأشكال التربيسية )ااا 5 
عل المكس إذا كان كر 4 + من الرتبة 1 أو 2 فإنه إمكن اختزاله على التوالى بالنظرية 71 إلى و أو 2 + ور 
وبمكن كتابة كل من هذين الشكلين » فى المقل المركب » كحاصل ضرب عاملين خطيين . | 
ونكون هذا قد برهنا : ۰ 
111. بمكن وضع شكل تربيعى ذى عوامل مركبة 0 كج لذ 4 كل بشكل حاصل: ضر ب معاملين خطيين فيا إذا كانت 
( وإذا كانت فقط ) رتبته م < 2. 


مسائل محلولة 





١ 
1 1 
1 2 3 2 1 
17.3 ا 8 5 3 2 2 ب و نے إلى ال‎ 95 
( ( د -اعتزل  مإ م 0985 248-18-؟ لشكل‎ 
2 8 10 -8 
› ٠١ الفصل‎ - ١ من المثال‎ 
12 3 2710 6 1 000! 1 000 
أ‎ f 
3 5 8 10!0 0 1 0| "0 0 401 -10 4 6 [1 
2 8 10 -81 0 0 0 1 0 000! -1 -1 1 0 
-2 -10 - 


0 
0 
4 
0 
م مخز ل © إلى الشكل المطلوب وله + ر - 2ر 


0 
1 
2 2 1 
, -اعتزل 8|182 4 2لا - 228 - و لصينة(17.3) 
4 8 2 


جد 
0 0 1 )0 0 1 
[Al] C |0 8 0!-4 11| = [D!P]‏ 
f‏ ~^ 
+ +- 0 00-27 
TT 1 َ 1-4 0‏ 
وهكذا فإن التحويل ‏ ,| 1 0]-ززمدبر ‏ عرزل و لى .2 -892+ 0( 
١ 0 1 ‡‏ 


م - ايز ال لاجرافج . 


(00 


2 


و16 - پک ر×8 - ××18 + ڕ× ر×8 + و× ×12 + × ,×8 + 24x‏ م ً19 + 5x‏ + 2 - و 


و16 - × ر×8 - ××18 + 24 - 192 + 5>2 + 3x + 2x‏ + ر2x,)2x‏ + 2 
٠‏ [ 22 + م:د3 +252 ) + ( ×2 + <3 + ر×2 )×2 + 2(2 = 


2 + مد3 + 22:2 ) 2 - يندينة16 - يندرئة8 - وندر18 + 242:2 - 193 + ر5 + 


× 40*4 - 32472 - ج + [(بيعة +و )ر2 + ب3 - 2207 + ونه3 + 2:2 + :)2 


7 2 - )4 + 4 + و× + ينه ) 3 - ( 22 + ×3 + ×2 + )2 








16 النصل السابع عشر : الصيخ التربيعية ( الاشكال التربيمية ) 


+2 + م3 + م2 + 0« > 1ز 


وهكذا فإن التحويل xg * 4x4‏ + يد 2.5 مختزل © إلى تيه + 2ر3 - 2ر2 
ا Js 7 xg ¬ 2x4‏ 
Yq > X4‏ 
(ب) الشكل الير بيعى المسألة ؟ نجد . 
2 2 2 الت 
2x + 8<‏ + ر×2 + ,×) = 4g‏ + و×ر>16 + ر×4 + ××4 + و×,×4 + × 9 


بما أن الشكل الأخير لاحوى حدوداً فى 2× آو 2× بل عوى حداً فى و× × فإننا نستعمل التحويل غير الشاذ : 


١ )1(‏ 8 +وتم =  %g‏ ,22 > جه | ,0ت = x‏ 
الحصول على : 
6 - 8:6 + كور > ;22 - “(ية خرة) 8 + 07و22 خيمه خره) = ور82 +822 + 4+22+ 2) = q4‏ 
2 4 1 00 1 22 1 0 60 2]]1 14 
والآذ 7| 1 0|-۲ ومن (1) ×10 Z2=|0‏ وهكذا .×2 ‡ 10|]X=|0‏ 0ا2 Y=|01‏ 
001 11- 0 1 1- 0 1 1- 1110 00 
0 1-4 
أى أن التحويل غير الشاذ x-=lo0 1 -$ÎY‏ يقوم بالاختزال المطلوب . 
‡ 1 0 


»۽ - بإستخدام نتيجة المسألة ؟ نحصل على 


٠ 10 0! 1 00 
(aAl] C |08 0'-4 11 
00-2! 0 -‡ ‡ 


و بتطبيق التحويلين Ha %۷2). Ka( $ V3)‏ و Ha(š V3). Ka V3).‏ حصل عل 


© 2 
© 


[4!1] £ 


2| = [c07 


ن oO‏ 
52 ©0062 © 
هه ه ده 
© = س 

0: 
o © =~ 
oO ~~ ت‎ 
| 
فصق‎ 

1 
ا 
=€ چ 
<o‏ 
دعم ساچ 
ده 


e 


وهكذا فإن التحويل 1 


حك 

14 

8 
سمخ يج تح 
ته حجر 0 
جم 06 لر 

pe 

سے 

8 

عدر 

لل 

© 

م 

1 
© © 


EE 
ا‎ 


N 


إلى الشكل القانونى ‏ .2ر - 2ر + ”ر 
ه - برهن أنه إذا تحول شكل تر بيمى حقيق ي بواسطة تحويلين غير شاذين إلى شكلين متميزين مثل : 
2 2 2 


2 2 2 ٠ 
OG TNE EA EE ES O 


ا کک 2 ¥ 2 2 2 2 
(if)‏ 2+ 0+1 6 7 5006 ل + 176 











Fp 


الفصل السابح عشر : الصيغ التربيعية ( الأشكال التربيعية ) N‏ 


فإن ۾ = م . 
لنفرض آن ي > م وليكن لا م = + التحويل الذى يؤدى إلى (1) و 6G ١‏ = + التحويل الذى يؤدى إلى 
[١‏ وبذلك عول التحويلان : .۰ 





bı1x + baxa + + bnn 
bx + baxa + +  ةورب‎ : 
و‎ 5 F xX AN I CO م اع ة#‎ »* ©» 
يبط‎ 21 + bnaxa + + ير‎ 
و‎ 
134وه‎ + C1292 + +° Cinan 
coax + © + + جوع‎ #*# 
Y = C 1y 22x2 anîn, 
Cnıxı + cnaxa + + onnîn 


على العر تيب !1 و (11) إلى © . وهكذا نجد : 
٠ (î)‏ 
(زيوة يرون + ٠٠١‏ +يئة وو * × و) + °°° + (Db x + Dg xg + °+ yxy)‏ 
ہا + ۰۰۰ + رو رط + (b,x‏ د ر بوط +۰۰۰ ٣ے‏ و يجؤة + يكت و رجرة) ت 
“ليج يبي +۰۰۰ +وة يي © * # ږې (Cj, * Cg + °+ Cj + °°° + )٩‏ 


2 1 : 2 
- يتير وجوه 31و ورجوة)‎ 1+١ + Cg) = °°° ~ (Cr + Cragg + **** Cy) 


اعتبر م ل هي - م < 7 معادلة : 


bı, x + bı xa + °°° + Dy, = 0 “q+1,1%1 ^ “q+1,2 2 ^ °°° + gr 7 0 
ر×ررط + ر رط‎ + ٠٠١ + پک رط‎ = 0 g+2,1*1 * q+2, 2*2 ^ °°° * g2 > 6 
| تز + ۰۰۰ + يدوو + وز‎ = 0 Cr %1 + يديره + °+ هدوست‎ FF 0 


نستتنج من النظرية 1۷ الفصل ٠١‏ إن لمذه المجموعة حلا غير تافه وليكن ( مه ,... “ره ,,») مثلا . إذا عوضنا 
هذا الحل فى ([ذذ) فإننا يمد : ) 


byl)‏ + ۰ + و لارا + لر رط) ¬ .۰ - b+ nn)‏ + ° ° + و0وريووة +01 يروووة) 
(ey + ep + °°° + e + ° OTS + eqn)‏ = 

إن من الواضح أن هذا يتطلب أن كل الحدود المربعة مساوية الصفر ولكن لا / ولا © غير شاذ على النقيض لما هو 
مفروض . على ذلك © < م . وإذا أعدنا هذا البرهان لاله ۾ < م فسوف نتوصل إلى تناقض آخر أى أنه يحب أن يكون 
4 = pم.‏ 

5 - برهن أنه يوجد على الأقل ٠‏ لكل مصفوفة متاثلة 4 من الرتبة ۲ ٠‏ مصغر رئيسى من الدرجة 7 لايساوى الصفر . 

ما أن 4 من الرتبة م فإن لها » على الأقل مصغر مربع من الدرجة م لايساوى الصفر . لتفرغس أن هذا المصفر واقع 
فى الصفوف ذات الأرقام «4.....وة.وة وللنفرض أننا نقلنا هذه الصفوف بحيث تحتل مواقم ال + صفاً 








و 





1۸ الفصل السابع عشر : الصيخ_التربيمية ( الاشكال_التربيمية ) 
الأول للمصفوفة ولتفرض أيضاً ٠‏ أننا نقلنا الأعمدة ذات الأرقام ا حيث تحتل مواقم اام عموداً الأول . 
والآن إن الصفوف ![ م الأول مستقلة خطياً بيا كل الصفوف الأخرى تراكيب خطية لها . فإذا أخذنا تراكيب خطية ٠‏ 


مناسبة الصفوف ![ 7 الأول المذكورة وأضفنا هذه التراكيب إلى الصفوف !!( «-# ) الباقية فإنه ممكن جمل هذه الصفوف 
أصفاراً . بما أن 4 مصفوفة متاثلة فإن عمليات مماثلة على الأعمدة تجمل الأعمدة ال (م) الأخيرة أصفاراً . وهكذا نجد . 


01 iin ۰ iir 


١ 
8 
١ 
١ 
ل‎ 
dini iain, ° 04 
i2i رر‎ iir ' 0 
١ 
ه#ه هام م به ه واس هس‎ * © © © © © 898 © 8 5 
1 
ل‎ 
04 4 a 
ا‎ i, yiy 
ل‎ 
ا‎ - 
0 ٠ 0 
١ 


حيث يقع مصغر غير متلاشى ف الزاوية اليسرى العلوية من المصفوفة . ومن الواضم أن هذا المصفر مصفر رئيسى ل 4 . 

۷ - برهن أن مصفوفة حقيقية متائلة 4 ذات رتبة ٣‏ تكون شبه محددة موجبة ذما إذا كان ( وإذا كان فقط ) توجد 
مصفوفة € من الرتبة ٣‏ حيث يكون € € = 4. 

ما أن 4 من الرتبة م فإن شكلها القانونى هو / >[ =" . أى توجد مصفوفة غيرشاذة 8 
عحیٹ یکو ن8 ,× 8= 4و ما أن NNN,‏ فإنه يكود  BNMB = BNıN,B = 8(۰ N8.‏ = 4 
لنغر ض C = NB:‏ فتكون من الرتبة و0 4-00 كاهو مطلوب . 

على المكس لنفرض آن € هى مصفوفة حقيقية مربعة من الدرجة 8# والرقبة 7 فإن رتبة المصفوفة© 4-0 هى و 
حيث 5< . لنفرض أن شكلها القانوتى هو . 

Ng = diag (dı. da. ..., dg, 0,0, ..., 0) 


عيذ كز رھ ا ان اوی 1 حم أن 4ك . أى أنه توجد مصفوفة حقيقية غير شاذة £٤‏ نحيث يكون .ذا - 8( E )C٥‏ 
لنفغرض [زية] - 8 - 68 . ما أن و[ - 8 8 فإننا نجد : ) 


bi + و‎ + + bip = dj. (i =1,2,...,5) 
و‎ 
2 2 21. 0 ١ 
biı + bia +. + bi = 0, (j = s+. s+2, ...,n) 


إن من الواضح أن كل ره>ه وآن 4 شبه محددة موجبة . 

۸ - برهن أنه إذا كانت 4 محددة موجبة فإن كل مصغر رليسى ل 4 يكون موجباً . 
الشكل البر بيعى 41 الذى ينتج عن 0 بوضع 0 = ز× . والآن كل قيمة ل Qi‏ > فجموعة غير تافهة من الق المعطاة لمتغير أته» 
هى قيمة أيضا د © وعل ذلك فهى موجبة . أى أن ,4 محدد موجب . 

بمكن تكرار هذا البرهان المصغرات الرئيسية < Aij: Aik:‏ الناتجة عن 4/, بعد حذف اثنين » ثلاثة . . . من 
صفوف 4 ونفس الأحمدة. 


من النظرية ۷1 يكون A;2 0. 4j> Os‏ أى أن كل مصغر رئيسى موجب 

















و - برهن أنه بمكن إعادة ترتيب كل مصفوفة مربعة غير شاذة ومن الدرجة 8 » زريه] > 4 بالمبادلة بين . 
صفوف معينة منها والمبادلة بين الأعمدة المناظرة حيث لايكون 7-1 و 2پم معدومین ما . 


ا أن هذه النظرية حيحة لمصفوفة 4 من الدرجة 1 أو من الدرجة 2 وعلاوة ا ٠‏ فإنها صميحة 
مصفوفة 4 درستبها ”>2 عندما يكون .0پیت = ي لنفرض أن :0 = ın‏ فيكون إما (۱) 
بعض 0 < ززه لايساوى الصفر وإما (ب) كل 0= رزه 

لتغرض )١(‏ بعض 0 ج ززه فإذا نقلنا الصف ذا الرقر ا¡ والعمود ذا الرتم 7 إلى موقعى الصف والعمود الأخيرين 
EO. SE LSE‏ رب = Pp.‏ 

لنفرض الآن (ب ) كل 0=رره . ما أن 0 ع |4| فإن واحداً على الأقل من 0كتوريره . لننقل الصف ذا الرتم # 
إلى موضع الصف ذى الر, (1--) والعمود ذا الرتم ‏ إلى موضع السود ذا الرقم (1-«) . فيكون ى المصفوفة الحديدة 

بو = وپ .استناداً إلى (6.6) جد : 














ans han 0 y-1, 5 0 = م‎ Pn 
5 man ° صو‎ 
Ûy na Can y4, 0 
. و 720 يردبرض‎ 
. لاحظ أن هذا يبر هن النظرية 7679 أيضاً‎ 
0 0 2 1 
. سنتظا‎ - XX - x |0 1 31 أعد ترقي المتغيرات محيث يصم‎ - ٠٠ 
ترقيم المتغيرات بحيث يصبح | 1|] يم 0 و ال[ - 1841 - و‎ 
1 1 1 1 


نجد هنا أن .3- دهم ,4- -وم ,0 22م ,0 * وم .1 > وم رماأد ,0 روم ,0 - وم > P1‏ 


فإننا ندر س المصفوفة ل وم . إن المعامل المرافق » :0+ : مم2 وإن المبادلة بين 


2 4 


ی 
11 
© تهت هه 
© م دي 
دخ بع لحر 





الصف الثانى و الثالث ثم بين العود الثانى واشانث من 4, يعطينا : 


1 
1 
X 
1 
1 


١ 

هه حم © سم 
دم عسي كل صر 
بح دت عم سم 


حيث يكون .3- - يم ,4- - وم ,4- 2 وم ,0 - يم ,1 دوم رتكون » هنا ء × قد رقت و× و و قد رتحت و 


9-- اخشتز ل بطريقة كرو نكر X.‏ 


مم زح تيب لحر 
جح هرم تر ومن 
دہ س تم تي 
حير :© دكن حير 


نجد هنا أن 5- - يع ,20 - وم ,3- - وم .1 > يم ,1 > مم وآن © منتظ . إن متوالية |( م نحوى 
ثباتاً واحداً وثلاثة تغيرات ى الإشارة وإن الشكز المْمَتزل حوى حداً واحداً موجباً وثلاثة حدود سالة . 


ما أنكل 0 عت ,م فان تكرار استعمال النظرية 36176 يؤدى بنا إلى الشكل الختز ل 








i4 
ih: 
iF 8 
| 
i. + 
أ‎ 








fi. 


) الفصل السابع عشر : الصيغ التربيصية ( الاشكال التربيمية‎ ١ 


2 2 2 2 2 2 2 2 
PoP1¥ı * PıP2¥2 * PaPs¥a * PaP«¥qg 3 ¥4 - 3ya ¬ 60yg - 100“ 


1 2 
2 4 
3 6 
1 3 


q = XAX - 1 ×. ازل بطريقة كرونكر‎ - ١٠ 


O Ou‏ وح 


1 
3 
2 
5 
إن 4 هنا من الرتبة 3و0 ع ووه وإن مبادلة بين الصفين الآأخيرين ثم بين العمودين الآخيرين نحول 4 إلى 

1 2 1 3 


1 2 1 0 1 2 1 


5 | =8 حيث .0ء | ي 2| ما أن 8 من الرتبة الثالثة فإنه يمكن اخمّز الما إلى الشكز |0 3 4 2 
2 5 3 1 5 3 1 0 5 3 1 


0 0 0 0 ۰ 3 6 2 9 


21 1 
وهكذا فإن ي قد اختزل إلى الشكل 2 |3 4 2 | = لع ويكون هذا الشكل .1- = وم .0 < رم .1= رم .1 = مم 
l135‏ 


تع لهم دن 


يحب أن يحوى الشكل الْحْتزل حدين موجبين وحداً واحداً سالباً . بما أن 0 = EE P2‏ * | - يده لشكل 
اغمتزل يكون استناداً إلى (16.8) ظ ) 


2 2 2 _ 2 2 2 
PoPı¥1 * P1722Y2 * YoaPsYa 7 ووه - واه + هلا‎ 


1 -2 


۴ د اڑل بطريقة كرونكر q = X X.‏ 


تح هم وم 
حير عمسم 
مير سر سر وج 
| 
نم ضمر يح صمو 


-1 


نجد هد :27 = ړم .9- = وم .0= رم .1= رم ,1 = رم و أن الشكل امت ل سيحوى حدين موجبين و حدين سالبين . اعتير 


1-2 1| 


1 4 2-|- 8 مصفوفة وم . ما أن 0 ووق بي 0 بم 3- - 2و6 فإن الشكل المْحْتزل يكون بواسطة (16.8) و(16.9) هو : 
1 1 1 | 


2 2 32 
2 - غواة - 2ودة + كر - كزوموم + Y3‏ - 02) وموو3 + :1 رم وم 


١+‏ - برهن أنه لمجموعة من المتجهات الحقيقية ذات 8 مركبة 2 7 ,... رول ,ول يكون 
XX XX» °°° XX,‏ 
X2۰ X22 ۰-۰ XX,‏ 
0 > = || 


X1 Kg X2 °°° XX 
. حيث تتحق المساو اة إذا كانت ( وإذا كانت فقط) هذه ألحموعة مر تبطة خطيا‎ 
2= Xx #0 لنفرض أن المتجهات ر مستقلة خطياً ولنفرض .0 ى [وء.....وع,×] = × فيكون‎ )١( . 
= 
7 2 5 ٍ 
0> 2:2 - (2 5 = ×) = X (xX; = X6GX و‎ 
. 0>][©| وحيث أن هذا الشكل الثر بيعى محدد موجب‎ 


(ب) لنفرض أن المتجهات ,2 مرتبطة خطياً فإنه توجد مقادير عددية .وا.... .۴.۴2 ليست كلها أصفارا بحيث 











الفصل السابع عشر : الصيخ التربيمية ( الأشكال التربيعية ) 1۹1 


2 
0 - 6436 ب - © ينتج عن ذلك ؛ 


02 


j = kıXjXı + kaj Xa + + kpXj Xp = 0 (j3 B2...) 


ل 0 
وهكذا فإنه يكون نحموعة المعادلات الحطية المتجانسة : 
Xj x1 + Xj * Xa xa + “e + Xj ° Xp = 0, (j = ae)‏ 
حل غير تاف k (i = 1,2..... P(‏ =× ویکون 0 = |G|‏ 
لقد برهنا أنه “05|6 وليرهان عكس (ب) علينا فقط أن نفرض أن 0= |6| ونعكس مراحل (ب) لكى نحصل 
: 2 ا . 7 ). 1 
على (1,2.008 > ) ,0غ بث ,یرم ل دن وهكذا فإن ,0 دي ,0 .يم < چ .یرم ر أن المتجهات 
: 1+ 535 
المعطية هلام تكون مر تبطةخطياً . 


مسائل اضافية 


: اكتب الأشكال الثر بيعية التالية قى صورة المصفوفات‎ - ٠ 
(ب)ج* + ي*ي«ة - 22( + ) يدر8 - ع6 + يدرعه + 3:2 - 2و2 - 2ه‎ 2+ 4 × + 32)1( 


0 3- 2 3 2 1 
الحواب ‏ (ا) 1 30 (ب)ع زو 6 و-إسر(-) ×|ھ- 2- x2‏ 
28 01 0 3- 4- 3 
ّ 1 2-3 
5 - اكتب بالتفصيل الشكل الير بيعى ق المتغير ات 28.تد.:د الذى مصفوفتهههى ‏ .|4 2 3- 
5- 4 1 


الحواب  :‏ 525 - يديءة + و2 + ودي22 + يديدة - 2 . 
- اختزل بطريقة المسألة ١‏ وبطريقة لا جرانج للاختزال : 


0 0 1 0 1 2 ا‎ 1 2 4 
X0 1 -2|X(s)X Î1 1 -1[X(>) XÎ, | (ب)‎ 2 6 “2× )1( 
1-2 3 2 -1 |» -2 1 
1 -3 1 -3[ اسوك‎ 


١ ۸‏ 2 
الحواب : )١(‏ ;4877 - یر2 + 2ر (ب) جره + 2ر2 - 7ر ( <) ره + تر - ير (د) وير+ وير - و1 


إرشاد : استخدم ی ( +) .و (د) .22 = X1 < 23, 2 3 21, xg‏ 


۸ه - )١(‏ برهن أ #[ ]× = ×[ ]ر د لكن المسفوفين لما رتبعان علفتان . 
(ب) برهن أن المصفوفة المائلة لشكل تر بيعى و حيدة . 


- برهن أن ون ر×4 + 47 - يه + 2× و و8336 -وئة ج/63 -- يعد :62 + 22:2 + 22 +92 متكافئان على الحقل الحقيى  .‏ 








1 الفصل السابع عشر : الصيغ التربيعية ( الآشكال التربيمية 


٠‏ - برهن : تكون مصفوفة حقيقية مماثلة » محددة موجبة ( سالبة ) إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) متطابقة مل 
الحقل الحقيى ل / (2 -) . 
۲۱ - برهن آنه مكن اختزال 4 الوارد فى المسألة ؟ ١‏ إلى 777677 بواسطة R>‏ = × حيث .)1(ي5)K4-(Kq4K4ı‏ = R‏ 


ومن ثم برهن النظرية ×1× . 

؟؟ - )۱( برهن أنه إذا كان شكلان تر بيعيان .حقيقيان للمتغير ات نفسها » و" ظ فإن الحال يكون كذلك 
ظ بالنسبة لمحموعهما 

۰ (ب) برهن أنه إذا كان .ي شكلا تربيعياً محدداً موجباً فى 5< .....2*.:ه وكان 42 شكلا تربيمياً نحدداً موجباً فى 
. ْ .2+ .1 فإن و + حي يكون شكلا تر بيعياً محددا .وجباً فى 2 X2...‏ 

. س برهن أنه إذا كانت © مصفوفة حقيقية غير شاذة فإن 76 © تكون محددة موجبة‎ ۳ ١ 

0 إرشاد : اعتر 1X = ¥C1€¥.‏ ) ) 
1 | 4+ - برهن أنه بمكن كتابة كل مصفوفة محددة موجبة ى بالشكل 4-CC‏ . ( إن المسألتين ٣‏ و ۲٤‏ ٿان برهان 
0 انظرية 6< ). ظ 


إرشاد : اعتبر 2242-8 . 

٠‏ - برهن أنه إذا كانت المصفوفة الحقيقية المائلة ۸4 › عددة موجبة فان #م تكون كذلك حيث م أى عدد صصيح 

5 - برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة حقيقية ماثلة د محددة موجبة وكانت المصفوفتان 0,8 حققتين للعلاقتين] -418 8 
و 4-6 فإن C8‏ تكون مصفوفة متعامدة . ٠‏ 

۷ - برهن أن كل مصغر رئيى لمصفوفة شبه محددة موجبة 4 يكبر أو يساوى الصفر . 

|4| = ac-b >0. , O<a ) حدد موجبۀ ذما إذا كان ( وإذا كان فقط‎ a - 2×× + برهن أن جر وده‎ - ٢۸ 

۸ - حقق تأثير التحويدين الواردين ف النظريتين 2307 و ]×× . ) 

٠‏ - بعد تغيير ترقي المتغيرات » إذا كان ذلك ضر وريا » حول مايل » بواسطة طريقة كرونكر ء الاختزال » إلى 
شكل قانونى : 





2 1 2 1 
ig 1 -1 0‏ 2- 0 1 1 0 0 
XI -1 2 -1|× )1( 1‏ ( )| ر , ,ا X0 1 -2IX())X Î 0 6 1X)*(*‏ 
0 2 0-1 ت 
Ty 1‏ 3 21 3 0 1 
ا 
1 ® 23-1 1 201 0 
0 ر ,]|2 6 4- 2| ى. ,ني |1 3 2-4 
ا (ب) 3- 3 80-4 (د)8| *), (*|2 24 إالارح)2ر 9 
| ) 93 6 3 1 1 3 0 
| 1 2-3 3 12ت 
و 231 1 1-111 
ٍْ إرشاد : فى ( ز ) أعد ترقي المتغيرات لتحصل على (ه ) وتم أيضاً بما ورد فى المسألة ١١‏ ( د ) . 
1 1 2011010111 2° ر2 
ا الحواب ٠‏ 20 + + 7 1 يم - Po TPP‏ ( ھ )3+ ول - 2ر :1= 3 Pa 3P4 7: a = =1. Pq‏ 
ا (ب) * 167g‏ + 7ر16 - 4y‏ ( و ) 4ر128 - 1282 + و :16- د دوم ,4- = gg‏ ,1 > يم 2 وم 
0م 0 + 
00 (ج)4 2 32 -2بيه + تييه - 2ر ( ر ) أنظر (د) 
0 2 ؛. 
001 (د) 2ر8 ¬ ¥4 (ح ( 2 + 16:37 + 16/2 - 4y2‏ . 
Î ٠‏ 


إلى حاصل ضر ب عوامل . = 9% + × ×11 - ڕ×ر×13 + 2 + و ¬ وک“ ۾ 000 و6 - 6 - 2 = مي 








الفص ل الئاس عر 
الصبغ الهرميتية 


أن الشكل ( الصيغة ) المعروف ب : 


hi; = hs; (18.1)‏ ا > > - جم - م 


=1 721 

حيث 17 مصفوفة هرميتية ومركبات × ا المركبة » يدعى شكلا هر ميتيه ( صيغة هر ميته ) . تدعى رتبة 77 
برتبة هذا الشكل . إذا كانت الرتبة م حيث م<م فإن هذا الشكل يدعى شاذاً وفى الحالة امخالفة يدعى غير شاذ . 

إذا كان 7# ول حقيقيين فإن (18.1) يكون شكلا حقيقياً تربيعياً » إننا سوف نجحد هنا أن النظريات ستكون مشاهة 
لعلك الواردة فى الفصل ٠۷‏ و لكن البر اهين ستختلف قليلا عن تلك الواردة فى الفصل المذ كور . ظ 

ما أن 77 هرميتيه فإن كل :۸ حقیی وآن كل # ين۸ حقيى أيضاً > وعلاوة عل ذلك سيكون لزوج حاصل الضرب 
التقاطعیرن ز× زا ر j,‏ ز۸ | 

hijxgxj + hjizjxy = hij%xj + hij j*j 

حقيقية . وهكذا جد 

1 إن قم الشكل الحرميى حقيقية . 

إن التحويل المطى غير الشاذ X=87‏ يحول الشكل الحيرءبى (18.1) إل شکل هرس عر 
(BYYH(BY) = Y(EHB)Y ) (18.2)‏ 

نقول عن شكلين هرميتيين فى نفس مجموعة المتفيرات × ٠‏ إلهما متكافئان إذا كان ( وإذا كان فقط ) يوجد تحويل 
على غير شاذ 8 8= نحول بالإضافة إلى 8-716 أحد هذين الشكلين إلى الآخر . ما أن 87818 و 274 مصفوفتان 
مقر نتان فانه یکون : 

. لاتتغير رتبة شكل هرمیى بتحويل غير شاذ المتغير ات‎ 11 ٠ 

و 

111 يكون شكلان هرميتيان متكافتين إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) مصفوفتاهما مقير نتين . 


الاختزال لشكل قانونى : 
بمكن اخيز ال شكل هرميى (18.1) ر تبته + إلى الشكل القطرى : 
(18.3) م د و kı ¥1 Y1 + ka¥a Ya‏ حیب 0 ki y&‏ وحقيى .. 


باستخدام تحويل خمى غير شاذ 81ل يتضح من (18.2) أن 8 حاصل ضرب مصفوفات أعمدة أولية بيا 8 هى 


حاصل ضر ب » بير تيب معاكس ء لمصفوفات الصفوف الأو لية المرافقة 
باستخدام تحويل خطى آخر » بمكن تحويل (18.3) إلى الشكل القانونى ( أنظر (15.6) ) 





تهات د ل رجا يقاس شام نام مله لاد املد اميت لیے + م امال کہ :ہو چاو مب ماع مہ چیو تیت ھچ ع 
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)18.4( 2 امورو ” حت 11+ و2 - o. + 22Z)‏ + 2232 + 221 

الذى دليله م وشارته (م - م) -م . وهنا أيضا ٠‏ تعتمد م على الصيغة المعطاة ولا يعتمد على التحويل الذى حول هذا 
الشكل إلى (18.4) . 

IV‏ . يكون شكلان هرميتيان فى نفس مجموعة المجاهيل و الى عددها م ع متكافئين ء إذا كان ( وإذا كان فقط ) لما 
الرتبة ذاتها و الدليل ذاته أو الرتبة ذاتها و نفس الشارة . 


الاشكال المخددة والاشكال شبه المحددة ٠:‏ 

يسمى الشكل ال رميى غير الشاذ 8716 × = ۸ فى » متغيراً » شكلا محددأ موجباً إذا كان كل من رتبته ودليله مساوياً بر 
أى أنه يمكن اخمز ال شكل هرميى محدد موجب إلى الشكل ,وزيم + ٠٠١0‏ + 1/212 + 171و يكون />0 لأى مجموعة غير تافهة من 
ق المتغير ات x‏ ْ 

نقول عن شكل هرميى شاذ £1 = ۸ إنه شبه محدد موجب إذا كانت رتبته مساوية لدليله أى سم حيث م<م . أى 
أن يمكن تحويل شكل هرميى شبه محدد موجب إلى ,8 >7 , ربز + ٠٠١‏ + دلج + ررر وأن 05# لأى مجموعة غير تافهة من قي 
المتغرات × . 

تدعى المصفوفة 7 للشكل المرميى ×1[ › مصفوفة محددة موجبة أو مصفوفة شبة محددة موجبة » حسبا يكون هذا الشكل 
محدداً موجباً أو شبه محدد موجب . 

ل. يكون الشكل اطرميى محدداً موجباً إذا كان ( وإذا كان فقط ) تو جد مصفوفة غير شاذة € خيث يكون H = CC‏ 
]1 . إذا كانت 7# شبه محددة موجبة فإن كل مصغر رئيسى ل 47 يكون غير سالب والعكس صحيح . 


مسائل محلوقة 


2-3 1+2 1 
-اخزل ل|4-2 5 7211-22 إلى شكلقانوق (18.4). 
13 7 +4- :2+3 ۰ 
من المسألة ۷ من الفصل ١٠‏ 


1 0 0 


0[ 1/7/0 2//10 
4i)// 10 1/10 0‏ -4-( 
وهكذا فإن التحويل اللطى غير الشاذ : 


4/60 +4-) 23/0/16 1 
BY = |0 0/0 -i//10 . |Y‏ 
-iNI0 1ND‏ 0 
خر ل الشكل المرميى المعطى إلى .79728 - 72172 + 7171 


1 1+2: 2-3 1 0 0 1 0 0 


١ 
1 

1 - 2i 5 -—4-2i | 010| HC |01 0 
1 

2+ 321 -4+2i 13 1 


0 0 1 0 0 -1 
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مسائل اضافية 





؟ ‏ اختزل كلا ممايل ٠‏ إلى الشكل القانوف : 
;2-3 1-324 1 
1+27 1 ]س 
00 | |د (+) X1+ 1 2+3ilx‏ 
2 1-24 | 
¢4 2-3 2+3 
1-i 3-2 e‏ 1 
هة - 
1 أذ (د) Xi1irti 0 2-i jX‏ 
غ- 
ظ 4 :+2 3+2 


(ب) 


إرشاد : فى (ب) اضرب أولا الصف الثاى من i J H‏ ثم أضف الناتج إلى الصف الأول . 


5 1-1-3 ]بر 
0( ظ 9 - ناز 1/0/3 0 
۰ 3 م 1 
(ب) ْ ٠‏ ( 02 ¬ 7171 : ا = X‏ 
1- کک 
ظ وروز - ورور : 1]1- 
(+) 
a )-1+ 0‏ 1 
(د) ورور - جور - ورور : ۲ X= ۱0 1/0/2 0  )-3-756‏ 
د) ' 
e‏ 0 هه 0 0 
م - أوجد التحويل الل 7 8ل النى » إذا اتبع ب × =۲ ٠‏ حول )١(‏ من المسألة ۲ إلى (ب) من المسألة 
فسا 
3 -1-) 1| 1 
Y‏ حك 
ببب : "ل WY lu‏ ا 
lei rai 1 1# -1‏ 1|_ 
۽ - بين أن ×| :+3- 6 711:4 محددموجب وأن ×| 5 3 2011-41 شبه حددموجب . 
1 3-4- 1- 10 5 :1-2 


8 اسم برهن النظريات 711-71 


- أوجد للأشكال المرميتية › نظريات مشامبة النظر يات 7176 -- 2731 الواردة فى الفصل ١١‏ والمتملقة بالأشكال 


21 z2 n الر بيعية‎ 
%4 hı hı? hın a 
xo ت ا م‎ Rx: 
ظ‎ 21 ha2 han 4=1 j= "ij ۳ 
.1=| هو المعامل المرافق د ۸ ف إرط‎ ٩ حیب‎ a تت برهن أن ظ‎ 
A ha hana ٠. han 


إر شاد : استعمل (4.3) . 











التصل التاسع عشر 
المعادكة الميزة أكصفوخة 


المسالة : 


لیکن 416لا . ححيث :(1,2.....8 > 7,) .11] - 4 تحويل خطى على ۴. عل وجه المموم يحول هذا التحويل 
المتجه '[يجد,...رونه,وت] - 4 إلى المتجه '[يو1,...,ؤز,وي] = ۲ الذى يكون صلته بالمتجه ل من خلال هذا التحويل . 
ستحاول هنا » النظر ى إمكان وجود بعضى المتجهات 25 ال ىتتحول بهذا التحويل إلى ۸¥ . حيث 22 إما أن يكون مقداراً 
عددياً من أو من حقل ( 2 ) يكون / حقلا جزئياً منه . 

يسمى أى متجه 7 ١»‏ يتحول وفق هذا التحويل إلى ۸ أى أن » أى متجه ل محقق العلاقة : 
AX = AX ) (19.1)‏ 


متجها لا متغير أ بالنسبة لذا التحويل . 


المعادئة الميزة : من (19.1) يكون لديا 


A— a11 —= Mo ملعم‎ — 1n 21 
د الا د‎ Qe a E as rll} = o0 09.2 
— ani — للم | الإو‎ A— Gann xn 


تكون لمجموعة المعادلات المتجانة (19.2) حلول غير تافهة ذما إذا كانت ( وإذا كان فقط ) . 


A۸— مرعملةم | 012 جح ديه‎ Tan 
A = Û EET = o (19.3) 
— ani للم .| برق سه‎ A— ann 


إن مفكوك هذه المحددة يعطى كثير حدود (02) © من الدرجة # بالنسبة ل ^ والذى يعرف بإمم كثير الحدود 
المميز التحويل المفروض أو المصفوفة 4 . تدعى المعادلة 2(=0)م العادلة المميزة ل 4 وتسمى جذورها يرث ,...,22.ئ2 
الحذور المميزة ل 4 . إذا كان ر2 = 2 جذراً مميزاً فإنه يكون المعادلة (19.2) حلول غير تافهة هى مركبات المتجهات 
المميزة أو اللامتغيرة المصاحبة المناظرة ذه القيمة الحاصة ( المميزة ) . تدعى القي الحاصة أيضاً » امنور الكامنة كا تدعى 
المتجهات الخاصة ٠‏ متجهات كامنة . 


مثال ۱ :. 


عين القيم الخاصة والمتجهات اللامتغيرة المرافقة المصغوفة 


حم 

1 
3 هم مم 
3 ثنث تح 
مرا بر يح 











) اتنصل _التاسع عشر :_الممادقة_اللميزة لصفوفة ) ۱۷ 


A-2 -2 -1 


~1 A-3 -1| = F-7 +11-565 = 


0 - ھت 0 1 هو »- ت = ا 
إن المعادلة المميزة هى TE‏ وألقي المميزة .5.22-1.28-1 242 


إذا كان ,5= ۸= ۸ فإن (19.2) تأحذ الشكل : 


ود ||1- 2- 3 [|1- 1 0 
0 - أوء|!1- 2 1- أو 0 [يه|]|1- 120 
of Î «a -1 -2 3 |×‏ 00 
1- 2- 3 1-1 0 
.ما أن [|1- 2 1- | مكاق” صى المصفوفة 1- 0 1 
3 2- 1- 0 00 


فإن أحد الول يعطى بالعلاقة ,1 حو ×در ×× وهكذا فإنه يرافق القيمةالخاصة ( الجذر المميز ) 5 -- 3 »2 فراغ 
اتجاهى ذو بعد واحد مولد بالمتجه [1 ,1 ,1] إن كل متجه K,K[‏ ,] من هذا الفراغ هو متجه لا متغير ل 4 . 
عندما تکون 1 = ية = ۸ فإن (19.2) يأغذ الشكل : ٠‏ 
2 111- 2- 1- 
0 = |ےء ا |1- 2- 1- أو 0 2 وه + ×2 + × 
و× | [1- 2- 1- 
إن (1,0-,2)و(1-,1,0) حلان مستقلان خطيا . وهكذا فإن الفراغ المصاحب القيمة الخاصة 1 = 2 هو الفراغ 
الاتجاهى الذى بمده هو 2 والمولد بالمتجهين “[0 ,1-,2] درلا و 1[7-,0 ,1] حديركا إن كل متجه kX, +k Xa = [2%+k,-h,-k]'‏ 
اهو متجه لا متغير ل 4. ) ۱ 
أنظر المسألتين ۲-١‏ 


نظريات عامة : 


سنبر هن ف المسألة ٣‏ حالة خاصة ( 3 = Kk‏ ) من 

1. إذا كانت 328 ۸2.٠...‏ :ي جذوراً خاصة مختلفة (متميزة ) المصفوفة م وإذا كانت ول ,... ,ل ,ل هى .تجهات 
غر صفرية لا متغير ة مصاحبة على العر تيب هذه الجذور فإن المتجهات 7 تكون مستقلة خطيا . 

سر هن فى المسألة ¢ حالة خاصة ( 3 - #) ٠ن‏ 

11. إذا كانت 4 مصغوفة مربعة من الدرجة , وكانت |4 - .3 | ح (.3) © فإن مشتقة (.2) # من المرتبة عا 
بالنسبة إلى ^ يساوى ! / مرة مجموع المصغرات الرئيسية من الدرجة (4-#) المصفوفة المميزة إذا كانت #2 < م 
ويساوى !#2 .رةإذا كانت ۾ >-- ي/ ويساوى الصفر إذا كان / > # . 

كنتيجة للنظرية 11 ند : 

1. إذا كانت رة جذرا ميزا مكررا ١‏ من الممرات للمعادلة المميزة للمصفوفة المربعة 4 ذات الدرجة # فإن 
رتبة المصفوفة 4 - #برة لا تنقض “عن #- 2ت وإن بعد الفراغ الاتخاهى اللإمتغير المصاحب لايزيد عن ۲ . 

أنظر المسألة ٠‏ 

















IM‏ ) النصل التاسع عشر : الممادثة المميزة الصغوفة 


بصورة خاصة : ۰ ظ 

117. إذاكان :3 جذرا بسيطا المعادلة المميزة لمصفوفة مربعة 4 من الدرجة « فإن رتبة ۸1-۸4 تساوى (1-#) 
وإن سعة. الفر اغ الانجاهى اللامتغير المصاحب تساوى الواحد . ) 

مثال ؟ ۰ 1 

إن المعادلة المميزة المصفلوفة أ1 

ظ 21 


ته هن تم 


2 
1 | >4 الواردةف المثال ١‏ هى 0= 2-5781 - (6)00 
1 


إن المتجه اللاءتغير 7[ 1 ,1 ,1 ] المصاحب للقيمة الخاصة 5 = .3 وإن المتجهين اللامتغير ين المستقلين خطيا "[ 1.0 - 2 ] 
و [1-,1.0] المصاحبين تمذر المضاعف 1 -- 2 تكون مجموعة مستقلة خطا ( أنظر النظرية # ). 
إن بعد الفراغ الانجاهى اللامتغير » المصاحب لمذر البسيط المميز 5 - .3 تساوى الواحد وإن بعد الفراغ الاتجاهى 
اللامتغير المصاجب لمذر المميز 1 = 12 المضاعط من القوة 2 يساوى 2 ( أنظر' النظريتين 111 و 115) . 
أنظر أيضا الممإلة رقم 5 
بما أن مصخر ر ثيس ل “4 يساوى المصغر الرئيسى المقابل من 4 فإننا نحد استنادا إلى الملاقة (19.4) من المسألة ١‏ : 
۷]. إن القي الحاصة ل 4 هى نفا القي الحاصةد 4 . ) 
ما أن أى مصغر رئيسى ل 4 هو المرافق المصغر الرئيسى المناظر من 4 فإنه يكون . 
لا. إن الجنور المميزة لكل من 4 و “4 تكون المرافقة تحذور المميزة لد 4 . 
وإذا قارنا المعادلات المميزة فإننا نمجد. 
1. إذا كانت بره .... .و2 .2 القيٍ الخاصة لمصفوفة مربعة 4 من الدرجة # وإذا كانت 6 مقدارا عبديا فإن 


ب( ,... ,وهم ,يحم تكون التي الخاصة (الجنور المميزة ) ل 4 / . 
1 . إذا كانت م۸ ...۸2,۰ ,۸1 القيم الخاصة لمصفوفة مربعة 4 من الدرجة 7 وإذا كان #6 مقدارا عدديا فإن 
اح ربا ,... ,و ,يل تكون هى القيم الخاصة ل 7ع - لك . 


سنير هن فى المسألة ¥ : 
11 . إذاكانت » جنرا مميز ا لمصفوفة غير شاذة 4 فإن » / | 4 | يكون جذراخاصال 4 203 . 


مساتل محلولة 
١‏ - إذاكانت 4 مصفوفة مربعة من الدرجة ۸ فبرهن : 


(19.4) |4| "(1-) + ررم + ... + 2وی + 81 + "۸ = AI-4|‏ = 4 


حيث (1- و ,... ,1,2 = س) مل ”( 1 -) من المرات مجموع كل المصغرات الرئيسية ذات الدرجة ١‏ المصفوفة ۸ 
لنكتب من جديد | 4 -1 2| بالشكل : 
an‏ ~0 وو 2ج - 0 ديه 2 
بود» - 0 aes‏ وھ = و -0 


O... GG OG SG HS GG a GG OG li OG AA HE hh F2 E E #االه‎ 





النصل التغصع عثر : العادثة المميزة قصفوفة ' 15 


حيث يوضع كل عنصر ى هذه المحددة بشكل ثا المد . لنفرضص أننا عبرنا عن هذه الحددة مجموع "2 من 
المحددات وفقا للنظرية 7111 من الفصل الثالث . يتكون قطر إحدى هذه المحددات من عناصر يساوى كل مها 2 بينا 
تكون .-بقية عناصر المحددة أصفارا وتساوى قيمة هذه الحددة ”2 . وهناك محددة أخرى خالية من ۸ قَيمها هى 
|4| "(1-) . أما بقية الحددات فإن كلا مها عحوى ™ عودا حيث (۸-1 ... ,1,2 = "™) من 4 بيا 


حوى كل عمود من الأعمدة ال - 7 ألباقية عنصرا وحيدا غير صفرى يساوى 7[ . | ) ۰ 
اعتير واحدمن هذه الحددات ولنفرض أن أعمدته المرقة بالشكل وا.....وا .وة أعمدة من 4ه . 
بعد عدد زوجى من المبادلات ( عد ذلك ) بين صفين متتالين متجاورين وعمودين متتاليين ( متجاورين ) تأخذ هذه 1 


المحددة الشكل . 











3 ai. 2. 4ن عب‎ ١ 
ا‎ aL, ai, ص‎ e“ 04 ia | 
0 0 
3 Qoce arenas | 
١ 4 ۱ . . . 
١ (= A N O ل ا ا‎ E. < 3 5 h.b. ۰ a 
ٌ ۰ ۸ 0 0 
ا‎ NSC | 0 0 
ا‎ ai. hi “inin CENET aE 
ا‎ 0 0 A 
بر مصغر رئيسى من الدرجة ” ل 4 والآن ا‎ 
: 1.12: ۰۰۰ وو‎ 
| E 
mR 07 (1 2 Ai 





حيث يخم التجميع . (5+1-  202-1(...5‏ ر نن التوافق الختلفة ل 2.....6.! أغذت *« فى كل مرة . 





2 ... 2 1 4 انك سد 2 ! 

استخدم العلاقة ( 4 فى المسألة ١‏ له : أن 4 5 0 2 )ےو ١‏ 

٠ 4= لفك | 27.4 | إذا علمت أن ي وب‎ ١ استخدم العلاقة ( 19.4 ) ف المألة‎ - ١ 
ا‎ -1 4 -1 6 | 

جد 5 = 1+0-2+686 ع هو 

١ ١ -4 | 1 | 1 1 : 0 38 07 0 

+ + + + > وق : 

١ 2 0 -1 -2| |1 6 1 -2 4 6 -1 6 

= 8-3+2-5+16-9 = 9 ) 

1 1-4 ET 1 -1 4| |0 5 -4 

: sg = |2 0 5| + |2 0 |ه-‎ + |-1 -2 3| + 1 -2 3 

6 1- 4 6 12ت 6 4 1- 2 FE‏ 1ت : 

5 = 3+16-8+42- = ا 

1 |4| = 2 

1 (A1 4| = A*- 5۸° +9۸ - 7۸+2. أى‎ 

م -.لتكن و3 ,وه :و3 ,2ه زرك .20 فيا خاصة ( جنور ميزة ) مختلفة ( متباينه ) والمتجهات اللامتغيرة المصاحبة المصفوفة 4 : 


برهن أن و , 32 , ول مستقلة خطيا . | 58 








EE RE ال عع‎ 


EE: 


جو ڪچ 


و 


EERE 





a Er FF 


1 


kı 
EU ل‎ 


کا ا ےا لجست ب بم سمب ا 
ج TEEN‏ کا ع E NS‏ 








.1۷ الفصل التاسع عشر : المعادلة اإميزة اصفوفة 


لنفرض أن العكس هو الصحيح أى لنفر ض و جود مقادير عددية ٠ ٩3 ٠‏ د٩‏ , 41 ليست كلها أصفارا وتحقق الملاقة : 
4X + aX + a۸a 5 0 (1 )‏ . ۰ 


لنضرب (1) ب ه۸ علما بأن رلا :3 = ,× 4 فنجد: 


a AX, + 4ه‎ + ag4Xg = aAıXı + a2۸22 + وه‎ = 0 (ii) 
لنضرب (11) فى 4 فنجد.‎ 
a۸3 X, + جه‎ × + a43Xs = 0 (1i1) 


والآن مكن كتابة الملاقات ( 1 ) و ( 1ف ) 2 (1ئ1) كايل : 
aX )‏ 1 1 1 
iv )‏ ( 0 = وآمه ا وم و2 24 
ْ اه وي هه 5 ۸ ۸ 


1 1 1 1 
من المسألة ه من الفمل م 2 :0 #. أو8م 3 7 > 8 فى أن 8-١‏ موجودة . لنضرب ( 19 ) فى 8-1 فنجد 
2215 


.0 = “[ولامه .وليه و لوعا وهذا يتطلب أن يكون ,0 - مه - يه > 1ه وهو ما يتعار ض ع الغر ض 
أى أن 21.2275 تكون مستقلة خطيا . 

















a1 -42 -- 83‏ - 2 
4 -من أويه- | ويه-١(‏ ويه- | - |4-/2| - 4۸ بحد: 
ووه - 2 2 - 1 ¬ 
ويه - A-a -a2 —ag A-1 ~a‏ 0 0 1 
وميه - ومه-8م 2وه- + 0 1 0 + أويه- وديه-8 1ه- = $A‏ 
1 0 0 وهه -م ج2هه- 1هه- ومه -8 ووه a1‏ - 
2ے - A-1‏ ر ا“ ع 0 ۴ 
ويه -/ هه - وهه -8 —-a31‏ ۸-9 ووه- 
وهذا يساوىمجموع المصغرات الرئيسية للمصفوفة 4 - 7 22 ذات الدرجة الثانية . 
وه - ويه- #/ 3 0 1 ووت - ديه -۸ 0 1 َ )”4 
A-~ aga 0. 1‏ 01~ 1 0 ومه -8م مهمه -|. 
ويه - 1يه-2 0 1 
1 0 ۸-22 و1وه- 
ووه -2) + (ويه-() + (ويه-218< = 


وهذا يساوى !2 من المرات مجموع المصغرات الرئيسية المصفوفة 4 - / 3 ذات الارجة الواحدة 
9 (۵) "4 
ونمجدأيضا : .20 ...= ))4 5 ( 47 


4 - 1 3 لاتقل عن م --8 وأن بعد الفراغ الاتجاهى اللامتغير المصاحب لا يزيد عن م. 00 














الفصل التاسع عشي : المادلة الميزة مصفوفة 1۷1 


ما ن ۸ جذرا مكرر ١‏ من الرات المعادلة 0 = (۸) في فإن0 = رپ ې = ... - ربل $¢ = $A) = $A‏ .0 = )4)۵ 
و ع ريو . والآن ې يساوى ! م مرة مجموع المصغرات الرئيسية ذات الدرجة ( م -# ) للمصفوفة 
4 - 7 :3 لذلك لا بمكن أن يتلاغى كل واحد من هذه المصغرات الرئيسية فينتج عن هذا أن رتبة ام - 7 بة لا ممكن 
أن تكون أقل من ( مس -2 ) وينتج عن ( 2 . 11 ) أن الفراغ الاتجاهى اللامتغير المصاحب ل 4 7 3 أى فراغه 
الصفرى »© ذو رتبة لا تزيد عن / . 
> - أوجد المصفوفة الواردة فى المسألة ۲ الق الخاصة والفراغات الاتجاهية اللامتغيرة المصاحبة . 


1 4 1 1 0 1 Of. 


® =, ت‎ ٠. . -2 2 -5 0 0 0 0 

^ = 4م ام ره ل 

2- 0-3 0 4 1- 1 نكون رتبها ثلاثة ويسكو 
1j‏ 0 1 0 1-4 :1:4 


بعد فراغها الصفرى الواحد ويتولد الفراغ الاتجاهى اللامتغير الحاص المصاحب بالمتجهه [3- ,2- ,3 ,2] 


4 
للقيمة 2 = 2 نمحد أن ّ 


4- 5 0 0] !4ه 1 4 0 ) 
م اس 3 . 2 71 1- ج --_- ef . IT:‏ . 
القيمة 1 - ( نجد أن رد 0 |4 5- 1 2| „ 4 الثالثة ويكون بعد فراغه الصفرى 
2-17 0 1!] @- 3 1- 1 رهی الال ویکوت بعد فراغه الصفر 
مه 0 0 |o‏ ]5 1 4- 1 


هو الواحد . أما الفر اغ الاتجاهى اللامتغير المصاحب فإنه يتولد بالمتجه “[5 - ,4 - ,6 ,3] 
۷ برهن أنه إذا كانت » قيمة خاصة لا تساوى الصفر المصفوفة 4 مربعة غير شاذة ومن الدرجة # فإن » /|[4| 
تكون تيمة خاصة ل 4/ز40م 

من المسألة ١‏ يكون : 


)1( 0 | 0 = |4| "-( + 0 و_يهة & ل ل 
حيث (1- ۸ .... ,2 .1= ) .وء يسأوى (1-) من المرات مجموع كل المصغرات الرئيسية ذات الدرجة ¡ ل 4 ويكون 


|4 فھ| "(1-) + ارپ + ... + ہی + "س = |4 لفه- لامر 
حيث ‏ (1.2.....8-1 51.02 يساوى /(1-) من المرات مجموع المصغرات الرئيسية ذات الدرجة ز ل 4زلة 


استنادا إلى (6.4) وتعريف كل من زرك و زک یکوت : ,ڕ 2 "|4| "(1-) = ڕ؟ .... .و وه |4| "(1-) = دک ١ه‏ "(1-) 5 
5 1[ | ب | ز20| أى 1 0 | 
s4 + |4۹۲‏ + 4او + ب + 2م |4 | يوه + س_يرى + ”۳)1 1-) = |4 لھ - 1ا 


و 
مسنم - |4|١‏ ”7 1 (1-) + سو + ..: + A ”lu1-adi 4| = (-1)"f1 + s2‏ 


والآن : 
١ |‏ 4 
اها "ط "تف + :-تطيءه + ... + وه + 1511-) - بلكا, 


ومن (1) انحجد: 00 
| - 
fa” + sa" ^ + ... + + )-1( |4 = 0‏ 1( = كار" 











i: 





الفصل التاسع عشر : المادلة الميزة مصفوغة 


أى أن » /|4| قيمة خاصة د 4 زفه 
م - برهن أن المعادلة المميزة المصفوفة متعامدة 72 هى معادلة عكسية ' 


OM = M-P| = APIP-P| = |-PA-PY = امنشطكف‎ ١ وووكه‎ 


مسال محلولة 


٩‏ - أوجد المصفوفات التالية القيم الخاصة ( الجذور المميزة) لكل فراغ وأساس اتجاهى لا متغير مصاحب 


1 :1ت‎ 1 2 1 [1 -2 -8 -2 1 2 2 1 0 -1 
1 -1 0| (ط)‎ |1 2 1 (Jl1 4 ه4ة|)٠‎ |] 0 2 1| )-(|1 2 1|)١( 
1 0 -1 0 0 1 0 0 1 -1 2 2 22 3 
2-i 0 i 2 2 0 -3 -9 -2 0 1 0 j 1 =2 
0 1+: 0 |)« |]2 2 0| (ب)|1 2 1-](د) |1 0 0| ’4 3 1 إلح)‎ 
i 0 2-i 0 0 1 0 0 1 1 -3 3 0 1 -1 
-1 -1 -6 3 5 6 -10 7 3 2 2 -4 
1 -2 -3 0 -5 -4 9 -6 2 3 2 -1 
-1 1 o» 1| )۴(_g (ل) 4- 6 جه‎ 1 1 2 -1 (4) 
-1 -1 -5 3 -3 -3 7 -5 2 2 2 -1 
1, [1.1.1] 2,12,1,0[:  3,]1.-1,-2[((  )1( 
. ١ 8 
-1,]1,0,1[: 2. [1.3.1]; 1. ]3,2,1[ (ب)‎ 
1, ]1.1,-1[ 2,2, -1,-2[7[ )+( 
1, (1, -1,0]’; (د)‎ 
2. ]2.-1,0]; 0. [4-1,0 ; 1. ]4.0. -1[ )هم‎ 
0, ]3,-1,0[: 1. ]12, -4, -1[“ (و)‎ 
1, (1,0. -1]. (0.1. -1J ; 3. [1.1.0 (د)‎ 
0, [1,-1.0]; 1, [0.0.1]; 4, [1.1.0] (ح(‎ 
-1.]0.1.-1[: 4 ]1+1.1[: -i [1-1,1] (ظ)‎ 
2. [1.0.1]; 1+i, [0.1.0]; 2-2, ]1,0,-1[“ (e 
1. [1.0,-1,0]” [1. -1.,0,0]; 2, (-2.4,1.,2]; 3, [0.3.1.21 )2( 
1, [1.2.3.2]; -1,]-3,0.1.4[“ ( (ل‎ 
0. [21.0.1]; 1. [3.0.1.4]; -1. (3,0,1, 2] (م)‎ 


٠‏ يرهن أنه إذاكان 1 متجه وحدة وإذا كان .4-1 فإن 2 - 476 بز 
١‏ - برهن أن القيم الحاصة ( الجذور المميزة ). لمصفوفة قطرية هى عناصر قطرها وأن المتجهات اللامتغير ة المصاحبة 


هذه المصفوفة هى المتجهات الأولية ٤;‏ , 











الفنصل التاسع عشر : اخمائلة الميزة #صفوفة 1 


. برهن النظريتين 1 و ]آلا‎ - ١١ 
. ۷1 برهن النظرية‎ - ۴ 
A+RI—A| = A+k-AD (A+k -۸2)...(A+k =۵". j| A1 -4| = (^-۸ 00-۸27...) = إرشاد : إذا کان‎ 


Anda... Ag. برهن آن الق الخاصة المجموء المماشر و ,41.42 دى القَيم الخاصة للمصفوفات‎ - ٠٤ 


l1, 0‏ 
١‏ - برهن أنه إذا كانت 4م و |0 10[ ٠‏ مصفوفتين مر بعتين من الدر جة ۸ وکانت ۶<۶ فإنه يكون لكل من 
هN‏ و 4N‏ المعادلة المميزة ذاءها . : 


سور أن إذا كانت 4 مصفوفة مربعة من ألدرجة ۸ والرتبة م . هناك على الأقل سج من جفورها 


المميزة أصفارا. 

۷ - برهن أنه إذا كانت 4 و 8 مصفوتتين مربعتين من الدرجة # وكانت 4 غير شاذة . فإنل 4-18 ر “-84 
القيم الخاصة ذانها . 

۸-- ب ا يكون المصغو فتين 2و 4-184 نفس انور المميزه حيث المصفوفتين 4 و 8 هما المصفوفتان الواودتين 
ف المسألة ١۷‏ . ۰ 


6 - تكن 4/ مصفوفة مربعة من الدرجة ۸ اكتب |(4- الج 4-1 ل | - 4م زم م استنتج آن 1⁄۸ 1/⁄/۸٩2.۰..,‏ .1/۸1 
هى القيم الحاصة ل 4-1م 

. برهن أن لقي الخاصة المصفوفة متعامدة 7 ذات قيمة مطلقة مشتركة مساوية الواحد‎ - ٠ 
××; = )۶×()2×,( = إرشاد : إذاكان رةو ر قيمة خاصة ( جذور ميزة ) ل ۶ المتجه اللامتغير المصاحب ها فان‎ 


A۸; Xj X4. 
برهن أنه إذا کان 1 + = ر۸ قيمة خاصة لمصفوفة متعامدة م وكان ر المتجهه اللامتغير المصاحب ها فإن‎ - ١ 
XX; = 0 


۲ - برهن أن القيم الخاصة لمصفوفة واحدية ذاث قيمة مطلقة .مشتركة تساوى الواحد . 
۴ - استفد من النظرية 11 واستتج أن : ) 
|4ا"9© - 0 $ ` ) ) 
(0)¢ يساوى **(1-) من المرات مجموع المصغرات الرئيسية ذات الدرجة إسم أ 4 


* ه © © © © © © © © 88*96 و2826 © 8646© 68 9ن هه وو ووه وععسهة وه و هوه و فو درون وده وسووة عيمووو ويه وموس هعددويودووون 4 © * 2 © 5 # © © #© © © © > و وهس هه سهد هه ممه مه .م عورم بيثم 


(0) هو يساوى !ع7 *(1-) من المرات مجموع المصغرات الرئيسية ذات الدرجة (و) ل 4 


ف ف + خا ع م م ولع هه م 88 فوس مده هع6 مه *6 © 9ه ووه ووو © وهس عوعس وه مو عوه وود كه »4 م هوووهو سوأووووج دونه ووأوون وو وج هن ب و و وو هج وس جر د جه هج وهسهس ماه هرس ع د دام ون د زر وه 





4 - عوض من المسألة ؟7 فى : 


۰7 ( )ي + Fl‏ .0 “و ل + 4)0۰ + (45)0 = (A)‏ 
حصول على (19.4) . 





المفصل السرون 


المصفوفتان المتنسايهتان ٠:‏ 
نقول عن مصفوفتين مربعتين 4 و 8 من الدرجة « إنهما متشابهتان عل ۴ فا إذا وجدت مصفوفةغير شاذة ۸ عل ۴ 


بحيث يكون : 
(20.1) 8 - 8 


. ١ مثال‎ 


2 


1 
إن المصفوفة 1 


دن حهر تين 
j‏ ضح 
11 "° 

ن ت © 
مسر 

حر اممو أن 
pea‏ 

وت هت تن 


ظ إن المعادلة المميزة 2 0 - 8-5()8-1(5) المصفوفة 8 هى أيضا المعادلة المميزة المصغوفة 4 . 

إن المتجه اللامتغير ل 8 المصاحب للقيمة 5 2ت 2هو [1,0,0] = ,۲ ومن البل أن نرى أن 
R۲ = ]1, 1,11‏ = ,× متجها لا متغيرآً ل 4 مرافق (مصاحب) للقيمة الحاصة ذاتها 5 سح 38 . ويمكن للقارى' أن 
يرهن على أن '[2,0-,7] - ولا 2و 2-,3-,17] = ۲٠‏ زوج من المتجهات اللامتغيرة ل 8 والمستقلة 
| خطيا والمرافقة ل 1= ۸با .87 -<دي8 و Xa = RY‏ زوج من المتجهات اللامتغيرة 
4 ) ل 4 والمستقلة خطيا والمرافقة لنفس الجذر 1 - 1( ظ 
¢ إن المخال ١‏ : يوضم النظريتين التاليين . 
١ |‏ 1. يكون لمصفوفتين متشاءبتين نفس الجذور الميزه. 
ل ألبر هان أنظر المسألة ١‏ 

1]. إذا كان 7 متجها لامتغير المصفونفة © ۸4 ۸ = 8 للمناظر ممذر المميز ۸ ل 8 فإن R۸۲‏ = ¥+ 
يكون متجها لا متغيرا للمصفوفة 4 المناظرة لنفس الجذر المميز ب3 للمصفوفة 4 

+ من أجل البر هان أنظر المألة‎ 1 ١ 
.: المصفوفات القطرية‎ 0 
إن الجذور المميزة لمصفوفة قطرية (ير ,... ,وت ,0188)©1 = 2212 هى المناصر القطرية هذه المصفوفة‎ 
يكون دائماً لمصفوفة قطرية 88 من المتجهاث اللامتغيرة المستقلة حطيا . إن المتجهات الأولية ,2 تكون مثل هذه‎ 





الفصل العشرون : التشابه Ve‏ 


آ#أ؟ أ ت ا 
المجحموعة لأن OES DORs DE, = aE;‏ 

كنتجة لما تقدم نجد ( أنظر المسألتين ٣‏ و 4 للبرهان). 

111. إن لأى مصفوفة مربعة 4 من الدرجة 2 المشاءهة لمصفوفة قطرية / متجها لا متغيرا مستقلة خطيا . 

۷. إذا كانت 4 مصفوفة مربعة من درجه ۸ ولحا # متجها لا متغيرا مستقلة خطيا فإمها تكون مشاببة لمصفوفة 
قطرية . 





أنظر المسألة ه٠‏ 

سنر هن ى المسألة ٠‏ 

۷. عل حقل ٣‏ تكون مصفوفة ۸4 مربعة ومن الدرجة ۾ مشابية لمصفوفة قطرية فيا إذا كانت ( وإذا كانت 
فقط ) المصفوفة 4 27( قابلة للتحليل كليا على ل وإذا كان تعدد كل رة مساوية لبعد الفراغ المعقوم 
المصفوفة 4- ب۸ 

- ليس من الضرورى أن تكون كل مصفوفة مربعة من الدرجة ۸ مشابهة لمصفوفة قطرية . إن المصفوفة الواردة 
فى المسألة 5 من الفصل ٠١‏ مشال على ذلك . حيث يناظر الجذر الثلائى 1 - 2 الفراغ المعدوم للمصفوفة 4 - 7 ۸ والذى 
بعده يساوى الواحد . يمكننا من جهة أخرى أن نبرهن : | 

[/آ. يشابه كل مصفوفة مربعة 4 من الدرجة 8 مصفوفة مثلثية عناصر قطرها هى الجنور المميزة للمصفوفة 4 . 

أنظر المسألتين “ا د م 
اقب كدالة عام 

11 . إذا كانت 4 مصفوفة حقيقية مر بعةف ومن الدرجة # ذات جذو مميزة حقيقية ع فإنه يوجد مصةوفة 
متعامدة 2 نحيث تكون 7 - م1 1م مصفوقة مثكة عناصرها القطرو: هى الجذور المميزة للمصفوفة 4 . 

۰ أنظر المسالتين هه .3 





جذورها المميزة مركبة ء فإنه توجد مصفوفة واحدية ل يث تكون  )/40‏ لن مصفوفة مثلية 
عناصر قطرها الجذور المميزة للمصفوفة 4 . 
ظ أنظر المسألة ١١‏ 
نقول عن المصفوفتن 4 و ۶-4۲ الواردتين ف النظرية ۷11 إنهما متشامهتان قعامدها . 
ونقول عن المصفوفتين ۸4 و 57-1457 الواردتين فى النظرية ۷111 إنهما متشامبتان واحديا . 


المصفوغة القابلة لآن تكون قطرية : 
تقول عن مصفوفة 4 مشالبة لمصفوفة قطرية إنها قابلة لأن تكون قطرية . إن النظرية 157 هى أساس لكراسة 
بعض أنواع » ترد فى الفصل القادم من المصفوفات القابلة لأن تكون قطرية . 


مسائل محلولة 
١‏ - برهن أنه يكون لمصفوفدين متشاببتين نفس الجذور المميزة. 
لنفرض أن 4 و 7 مصفوفتان متشاءبتان فإن 


ْ 0 


ANB 2 الم ماح‎ = RT ARR AR = ROR 


AI 4|‏ 
وهكذا فإنه يكون لكل من 4 و 8 العادلة المميزة نفا ونفس المذور الميزة. 


AI-B| = {R1 .|A1-4|-|R| 


00 BI 
00 ا ا‎ 


لازن لحلاب ماج لول فين 


کر ا 


و ا طاو لسعو عد عاو RHEE‏ 


RET a 








۱۷ اا الفصل المثرون : التضابه 





٣‏ - برهن آنه إذا كانت 7 متجها لا متغيرا ل ۸14۸ - 8 الماظر محمذر المميز - ز۸ فإن ۲۷ ۸=¥ يكون 
متجها لا متغيرال 4 المناظر لنفس الذر المميزن ية لد 4م 
ينتج من الفرض أن لآ( - /زم , 4۸ = ۸8 أى: 
لبد = AX = ARY = RBY = RAY = A,RY‏ 
ويكون ل متجهاً لامتغيراً للمصفوفة 4 يناظر المذر المميز :3 
م - برهن أن يكون لأى مصفوفة مربعة 4 من الدرجة ۸# مشاببة لمصفوفة قطرية ٠‏ ۸ متجها لا متغير امستقلة خطيا . 
لتفرض 8 - (برط ,... ,وظ .يط) 0128 - م48 1-م أن المتجهات الأو لية م2 .... .و8 د می متجهات لا متغيرة ل 8 
ونجد استنادا إلى النظرية 11 أن ,8م ,بر هى متجهات لا متغيرة ل 4 وما أن # غير شاذة فإن أعمدتها تكون 


لمصفوفة قطرية . 
لنفرض أن ال 8 متجها لا متغيرا ,1 .... .وز رزاء المستقلة خطيا » تصاحها على اليرتيب الجذور المميزة ,,21.22.....8 
تحيث يكون .(5.... ,1,2 > ) 1ل ع ;۸4×۸ ولنقرض :[يرلا .... .ولآ .:1] - 8 . فيكون : 
لبر لبه .... .۸239 AR = [4X,.4Xo..... 4X, = MX.‏ 
A 0 0 ... 0‏ 
R diag (A1.۸2.....A,)‏ = / 00 ا 5 | ١‏ إلا .... جولة .و1]) = 

0 0 0 07 

RTIAR = diag(A1.۸2.....Ap). : 7 


ه - إن مجموعة المتجهات اللاءتغير ة المستقلة خطيا اللمصفوفة 4 الواردة ف الخال ١‏ من الفصل و١‏ هى : 
“[1-,1,0] - ول , [1,0-,2] - ول .[1,1,1] - ور 


1 2 1 1[ 2 1 
لنأعذ |0 1- 1| = × ,و×,,X]‏ = ايكون |1 2- 11ج +1 /م وتكون: 
اس £ ) 3- 2 1 
0 0 5 1[ 2 1111 2 1112 2 1 
10 0| = |0 1- 1[1|1 3 1111 11-2غ+ - RAR‏ 
1 0 0 1- 0 211 2 1[ |3- 2 1 


مصفوفة فطرية . 

٩‏ برهن أنه تكون » على حقل ۴ ع مصفوفة 4 مريعة ومن الدرجة ۸ »> مشابهة لمصفوفة قطرية فم إذا 
كان ( وإذا كان فقط ) من الممكن تحليل 4 - 24 كلياق م وإن تعدد كل 3 تكون مساوية بعد الفراغ 
المعدوم المصفوفة 4 - 7ة 
لنفرض أولا أن 8 - (ر۸.۸.....۸)#ةنل =. ۸74۸ وأن 6 على الضبط من هذه الجذور المميزة مساوية +3 فيكون 

المصفوفة 8 - ۸;1 على الضيط ٠‏ #2 صفرا واقعا على قطرها وتكون إذن رتبها مساوية # - 7# وتكون بعد فراغها المعدوم 











الفصل العشرون : التشابه ) ۷Y‏ 


اويا 6 ع ( 6 - ۸) - ۸ ولکن ;71 )۸01-8 = ۸1-۸4 .إذن 4 - / :3 يكون له نفس الرتبة ) - م 
والانعدامية (صفرية) K‏ الى تكون للمصفوفة 8 - 4 ز۸ . 


على العكس > لنفرض أن و.... .۸.۸2 هى الجذور المميزة المتباينة ل 4 وأن هذه الجذور » على الترتيب » تعددات 
۶ حیث 8.200 2 .م+...+وع +يم ا للبرمز د 48 Vy: 26 i,‏ للفر اغات الانجاهية اللامتغيرة المرافقة . 
و لتأغذ ”6 .... .× .وريز كأساس للفراغ الاتجاهى اللامتغير .(5.... .1,2 - 4 .ر لتفرض أنه يوجد مقادير عددية 
زز ليست كلها أصفارا بحيث يكون : 

a1Xı1 + aı2X12 + ... + ar X17) + (a12 + a2۸22 + ... + (و#هل يوه‎ 
+ ... + (agg + as2Xs2 *+ ... + asrqÃsrş) * 0 

والآن كل متجه .(2,...,5 ,1 > ؛) ,0 = a22 + + aj Xir)‏ + وول ووم 2 ۷ )الا فإنه يكون متجها 
لا متغيرا وتكون فى مجموعها استنادا إلى النظرية / مستقلة خطيا . ولكن هذا حالف (1) وعلى ذلك فإن المتجهات 2 
تكون أساساً ل با وأن 4 تكون مشابة لمصفوفة قطرية استنادا إلى النظرية 1۷ . 
۷ - برهن أن كل مصفوفة مربعة 4 من الدرجة 8# تشابه مصفوفة مثلثية تكون قطرها من الجذور المميزة ل 4 . 
لتكن يرا .... .و3 .ول القيي الماصة ل 4 ولتفرض أن رلر هو متجهه لا متغير ل 4 مناظر للقيمة الخاصة ,3 ولتأخذ يل 
كأول عمود من مصفوفة غير شاذة ,0 أعمدتها الأخرى اختيارية شرط أن يكون 0 ع7 |01| . إن العمود الأول 
من ,۸40 هو 16و( 4310-2 وإن العمود الأول من 012/401 هو 1 ولکن هدا » كعمود أول من 
0 1 يكون .[۸.0,...,0] وعل ذلك 


~1 A1 Bı () 
Q1 AQ ا‎ 1 

حيث :ك4 من الدرجة (1-) 

ا أن |4 - ۸1| ( ۸-۸ = |,40 ^07 - ۸1ر ا آن 017401 و 4 لما الق الحاصة ذاما فإنه ينتج عن ذلك 
أن الق الخاصة ل 4 هی .ے۸.... .۸2.۸8 إذا كانت 2 ع بم فإن إي3] ح ,4 وتكون النظرية قد برهنت مع 
OQ = 0‏ 

وإلا » فلنفرض أن رل هو متجه لا متفير ل و مناظر للقيمة اللاصة ( الجذر المميز ) وة ولنأخذ ر كعمود 
أول من مصفوفة غير شاذة و0 وتؤخذ بقية أعمدتها اختيارية ضمن الشرط 0 < |ر@| فيكون : 


0 \ 8 . 
0274109 - 29 ) (ii) 
1 0 


حيث يرك من الدرجة 2 -۸” إذاكان 3 - « فإن [و.3] - ر4 تكون النظرية قد برهنت 0 01 > 0 


وإلا فإننا نكرر الطريقة السابقة وبمد (1 - 7#) خطوهعل الأكثر نمحد: 


َ I Ojİllls 0 led. ا‎ 
0 01 1 1 0 0 0 39 


حيث تكون 0-140 مثلثية عناصر قطرها القبم الخاصة ل 4 . 





لر ها ا ا ا O‏ دا ل الام امن RET O‏ لقا لاز كور ع a‏ 


e ااا ل‎ E E O ل‎ OPTED N  با‎ E EY 07 a E ا‎ 4 


ر 





۱۷۸ الفصل العشرون : التشابه 





م-أوجد مصفوفة غير شاذة 0) ميث تكون المسفوفة 0-140 مثلثية علما أن : 


9 70 اک 3 
شت س 6 
5~ 5 1 - 4 
١‏ 4- 1 0~ 
4 5 0 4 


نجد هنا (4- 1(]۸7- ۸ = ۸1-4 رأن القم الحاصة هى 2 - ,2 ,1 - ,1 لتأعذ .[1.3-.5.5] متجها 
لا متغيرا مناظرا للقيمة االخاصة 1 » كعمود أول ف المصفوفة غير الشاذة 0 ولتأخذ بقية أعمدتها متجهات أولية ولتكن . 


6 0 0 5 
0 0 1 5 
0 1 0 1- 0 
١ 3 0 0 1‏ 
فيكون: 
0 0 0 1 9- 8 1- 5 
 )]|-5 5 © 0‏ 4 52 1| |20 15~ 0 0| 1 = ,07*40 
ŞÎ 10 5 o‏ * 01 8 لك م |16 12 4 5 i‏ 
5 0 0 3~ ۰ 5 1 3 0 
0 0 4 
إن جذرآميزآ المصفوفة 4 هو [ س والمتجه اللامتغير المصاحب ماهو .[1- ,4,0] . لنأخذ ;|0 1 0 | ي0 فنجد 
1 0 1- 
0 0 1 20 15- 20- 
و 0 1 1 B2‏ 1- 5 1 1 
Q2 AQ: = 3 0 -48 64| = 0 = 0 4‏ 
4 و 0 20 
0١0-11 48 1 0 4‏ 


0 8 
إن جذراً ميزأ المصفوفة وك هو 2 و .[8,11] متجه لا متغير مصاحب لهذه القيمة . ل ا = و0 فنجد 


0 1 1~ 2/5 2 1 
tl 1‏ = 8و0 و ا = و420 Qa‏ 


: 5 0 0 0 32 0 0 0 
1 0 la 0| _ 5 4 0 0 اي عن‎ 0 0 
0 = Q°lo Qj |o 0| |1 0 8 0| ' 160 4 0 20 0م‎ 
3-1 -180 40 -220 0 
1 1 ~7 -5 
ت‎ 0 -1 5 1 
A = و‎ 
a 0 0 2 2/5 
0. 0 0 -2 


ه-إذاكانت 4 هى أى مصفوفة حقيقية مربعة من الدرجة م وذات قيمة خاصة حقيقية › فإنه توجد مصغوفة 
متعامدة ۶ محيث تكون ۴ مصفوفة مثلثية عناصر قطرها القيٍ الخاصة ل 4 . 

تكن م۸.... .۸.۸ القيم الخاصة ل 4 . بها أن هذه الق حقيقية فإن المتجهات اللامتغيرة المرافقة لما تكون 
حقيقية أيضا . كا فى المسألة ب » لتأغذ ,0 مكونة من متجه لا متغير مناظر ل 32.1 كعموداً ول ولنستعمل طريقة 








الغصل العشرون : التشهه ۹ 





جرام - ميت لنحصل من O,‏ على مصفوفة متحامدة ب 2 يتناسب عمو دها الأول مع العمود الأول من ,© . أى : 
5 | - ,4م 
4١ 441 = 0‏ 
حيث و4 من الدرجة (۸-1) ويكون ”...۸2.۸5 كجذور مميزة له . 


ننطلق بعدما تقدم من «2) المصفوفة الى يتكون عمودها الأول من متجه لا متغير 1- .4 يناظر القيمة 
الخاصة 3.2 ونستعمل “مرة أخرى طريقة جرام - شهميت لكى نحصل عل المصفوفة المتعامدة رطم أى : 


a‏ ميم جم 
a2 Aig. = 0 4|.‏ 
وبعد عدد كاف من هذه العمليات سنحصل عل المصفوفة المتعامدة : 
y-2 0 |]‏ | 0 11 
e‏ وم = P‏ 
Pis‏ .0 أوم 0 
وألى يكون ها ۶-4۶ مصفوفة مثلثية عناصر قطرها الق الحخاصة ل 4 . 


٠-أوجد‏ مصفوفة متعامدة م محيث تكون المصفوفة 
1 2 2 
PAP = P°l 3 1P‏ 
2 2 1 


مثلثية عناصر قطرها القع الخاصة ل 4 . 
من المثال ١‏ من الفصل ١*4‏ نحد أن القيم الخاصة هى ,5,1,1 وأن ‏ [1,0-1] هو متجهه لا متغير مناظر للقيمة الخاصة 1 -- .3 


0 0 1 
لنأخذ 0 1 0 | = ,0 وباستخدام طريقة جرام - شميت نحصل على : 
1 0 1-| ` 
1N‏ 0 1/3 
0 1 0 = يوم 
12 0 1//2- 


كصفوفة متعامدة يتناسب عمودها الأول مع المتجه ]1-,1,0[ 


و جحد بعدما ققدم : 


PAP, = 


فم 


2 
1. 0 fj1 3 0 1 م‎ = |0 3 0/2 


1/2 o -1//2l l2 2 1j| 1N o0 13 1 0 0 
1/7/2 0 1/31 2 2-1/7232 0 1/2 0 2۷2 3 


lo 4‏ ` 
أن ل ,4 القيمة الخاصة 1 = ۸ [7/5ن-,1]) ٠.‏ كتجه لامتغير مصاحب ذه القيمة . 


نستنتج 1 ۳ = ر0 بتطبيق قاعدة جر ام - ميت » المصفوفة المتعامدة 5 0 - رم وتكون المصفوفة - 














rt. 





1A۰‏ ۰ الغصل المشرون : التشابه 





= 0 1/۷/3 6 


1/¥/23 -1/¥3 1/6 
P i : 
: ST INT MVE 


مر 


ْ 0 0 
PAP = lo 1 2 متعامدة و‎ 
0 0 5. 


: واحدية. لا بحيث تكون (14-/] مصفوفة مثلثية عناصر قطرها القيم الخاصة ل 4 » علما بأن‎ SG 
5+51 1+ -6- 4i 


4 = ~4 -6 23-27 6 + 4i 
2+31 1+1 -3- 21 


إن المعادلة المميزة ل 4 هى 0 = (¿ - 5+ 4-2((2-)+ 02م وإن .3+21 ,- 1 .0 هى جذور هذه المعادلة المميزة » 


لتأخذ القيمة 0 - .2 المتجه' [1,1-,1] كتجه لا متغير مصاحب هذه القيية ولتكون إل 1| بي 
' ١د‏ 21-5 
ظ 1 0 1 
إن طريقة جرام - شميت تعطى المصفوفة الواحدية : 
2 - 58 : 1//3 
U << --03 2/1/6 ` 0‏ 
1/2 1/۷/6 1/3 
m ١ ٠ r:‏ 
وتكون المصفوة 6 +26 -23(1-i)‏ 0 ) 
U, AU, = fo 1 i )2+‏ 
3+2 0 0 ۰ 


ولذلك » وهذا الاختيار المصفوفة ,0 تكون المصفوفة المطلوبة هى إل - ل 
١-أوجد‏ مصفوفة متعامدة 4 بحيث تكون المصفوفة ۲-14۶ مثلثية عناصر قطرها القبم الخاصة 
ل 4۸ علما بأن : 


1 1- 3 
1- 85 ]إا = 4 
3 1- 1 


إن 2,3,6 هى القم الحاصة ل 4 وإنه من الممكن أن نأخذ[2.1-,1[11.1.1[]1-.1,0] كتجهات لا متغيرة 
مصاحبة لقم المذكورة . والآن ء إن هذه المتجهات الثلاثة مستقلة ومتعامدة مثى فم بيها. إذا أخذنا : 
1/¥6 1/۷/3 1//3 
P = 0 1/7/3 -2/6‏ 
1/6 1/۷/3 1//2- 
فإننا نجد .(6 .3 ,2) جزل = 734۴م . إن هذا يتطلب منا دراسة أكثر كالا المصفوفات الحقيقية المّائلة وستمم 
هذه الدراسة ى الفصن القادم . ) 








ا ا 1 ا ل 
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الفصل المشرون : التشايه ۱۸1 


٠‏ مسائل اضاغية 
۴ اويه مفو فة اة ۶٣‏ نحيث تكون المصفوفة مير :م مثلثية عناصر قطرها القم الخاصة ل 4 وذلك لكل 
مصفوفة 4 وردت فى المسألة ١‏ (1) و(ب) > (+) > (د) من‌الفصل ٠١‏ . 
2/3 1/3۷3 1/7/5 1/¥6- 1/2 1/0/3 


ارات (1) 2/31 1⁄32 12| رسع |2/0/6 0 1/3 
]1/3 4/3072 0 6ب 1/۷/2 1//3- 


r 


ESS 


Ar 3 8 
ن‎ i. Ra 
i. 35 


1/2- 0 1/۷/2 1/¥6- 1/۷/2- 1/0/3 
(ب) أ 0 1 0 )د5( |26 0 1/3 
-1/V6 1/۷2 0 1/2‏ 1/3 1//3 


4 - فسر لماذا تشابه المصفوفتان ١(‏ ) و(ب ) من المسألة ١+‏ مصفوفة قطرية بيا لا تحقق ذلك المصفوفتان 
(+) و(د) . أدرس المصفوفتان -)١(‏ (م) المسألة ( ٩‏ ) الفصل ١4‏ وعين تلك الى تكون مشاهة لمصفوفة 
قطرية عناصر قطرها القم الخاصة المصفوفة المفروضة . 

]/-14/ مصفوفة واحدية 7) محيث تكون‎ » ١9 واردة ف المسألة ه (ط)و (ى) من الفصل‎ A4 أوجد لكل مصفوفة‎ - ٠٠ 
.. مصفوفة الثلثية عناصر قطرها القم الحاصة ل م‎ 


1/323 0 1-2 0 1/2 -(1+i)/2| 
0 1 0 | (ئ)‎ |172 )1-0 22 
1/7/2 0 1/2 1Y2 1-7 


اللجواب : ١‏ (ط) 


N~ NI 


5 - برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة ماثلة وكانت ۶ متعامدة » فإذ  214٥‏ د 8 تكون مصفوفة حقيقية متاثلة . 
۷ - ادخل التعديلات الضرورية على المسألة ٩‏ لكى ‏ تبرهن النظرية ۷111 . | 
۸-لنفرض أن ;8 و € مصفوفتان متشابهتان للقم (”...,1,2 = ) بين أن المصفونمين : 
C = diag(Cı. C2..... Cg) A B = diag(B,. B», ..., B4)‏ 
متذاءهتان . إرشاد : افرض R = diag(Rı, R2. .... Kg). ig, (C; = Rj B; RF;‏ 


4 - ليكن (د8 813١0١ 8B = diag )B.‏ ,و8)ع15ل ع 6 اكتب (12.:!) 188ل - 7 ٠‏ حيت درجة كل من 2,11 وعل 


التوالى من درجى :8 و و ثم افرض . |2 | = ۸ بن ان RTIBR =C‏ واستنتج أن 8 و € متشاببتان . 


2 
٠‏ - مدد نتائج المسألة 4 عل الخحالة الى يكون فها (»8 .... .8 ,81) 0188 - 8 و € أى مصفوفة نحصل علا بتغيير 
١؟‏ - إذا كانت 4 و 8 مصفوفتىن مربعتين من الدرجة # فإن للمصفوفعن ‏ 48 و 84 نفس الجذور 
الممزة . 
إرشاد : نفرض ۸N;‏ = 40م فيكون PBP" = NQ BP?‏ و B40 = Q BP N.‏ 0. أنظر المسألة ٠١‏ من 
الفصل ١9‏ . 


١‏ - إذا كانت و4.... .ر4 .4 مصفوفات غير شاذة ومن 'درجة واحدة فيرهن أن المصفوفات 
12 4...4 ...248 .و4 ...44 المعادلة المميزة ذاتها . 








41 ` ) [ الفصل العشرون : التشابه 





۴ - لنفر ض 0-140-8 حيث B‏ مصفوفة مثلثية عناصر قطر هارير / ,... ۵ ,لقم الحاصة ل 4م . 
)١(‏ بين أن © “4 0-7 مصفوفة مثلثية عناصر قطرها هى للقي الخاصة ل 4 مرفوعة للأس ۸ 


2 
(ب) برهن أن ۰ 4 ١ ۴ = )۲8٥۴‏ 
ظ ' 1 


M3 


ى 
1 


. برهن أن علاقة تشابه المصفوفات هى علاقة تكافر‎ - ۲٤ 
ا‎ 2 2 1 

. برهن أن : ل 1 3 1 و 20-1 0 نفس القيم الخاصة ولكبما غير متشامبتين‎ - ٥ 
و‎ 8 1١ 2 د‎ 
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المصفوفات المتشابهة للصفوفة قطرية 


المصفوفات المتماثلة الحقيقية : 
بمكن درأسة المصضفوفات المماثلة الحقيقية والمصفوفات الحرمتية سويا » ولكننا نفضل هنا دراسها بشكل ا 
المصفوفات المباثلة الحقيقية › نجد: 
1[ أن الجذوّر المسزة لمصفوفة متاثلة حقيقية ء» كلها حةيقية . 
أنظر المسألة ١‏ 
II‏ سم المتجهانتهاللامتغم ة المصاحبه للقي الحاصة ا ل#تلفة لمصفوفة محاثلة حقيقية تكون متعامدة مثى . 
أنظر المسألة ؟ 
إذا كانت 4 حقيقية ومتاثلة » فإن كل :8 الواردة فى المسألة ه من الفصل ٠١‏ تساوى الصفر . وعل ذلك : 
1 إذا كانت 4 مصفوفة حقيقية مربعة من الدرجة # مناثلة » قيمها الحاصة هى ‏ ,بر ....,2 ,و2 
فإنه توجد مصفوفة حقيقية متعامدة 2 عحيث يكون P'AP =P *4P = diag (A1, Ao, ..., A)‏ 
إن النظرية 111 تستلزم . 
17 إذا كانت 2 قيمة خاصة ذات تعددية ر۶ لمصفوفة ‏ حقيقية متأثلة فإنه يوجد فراغ لا متغيرا 
وباستعمال مصطلحات الأشكال الثر بيعية الحقيقية تأخذ النظرية 111 الشكل 
تانر - 


Ay + زود‎ + ... + Ann 21.1 


حيث ١‏ رتبة 4 و ,۰...۸ A. A2,‏ هى القيم الخاصة الغير صفرية المصفوفة 4 . 
وهكذا فان رتبة © تساوى عدد القے الخاصة الغير صفرية المصفوفة 4 بينما يساوى الدليل عدد لقم الخاصة الموجبة 
أو بشكل آخر » استنادا إلى قاعدة ديكار أت الخاصة بالاشار ات ¢ يساوى عدد التغيبر ات ف الإشارة ق A-4 | =O‏ | 


ل . تكون مصفوفة مائلة حقيقية محددة موجبة ء فيا إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) جميع قيمها الخاصة 


التشايه المتعامد : إذا'كانت 7 مصفوفة متعامدة وکان ۶ ۸4 ۶-1 = 8 فإننا نقول عن 8 إا مشابية تعامديا مع 


م« 


4ه حيث أن “م - 5-1 فإن 8 تكون أيضا متطابقة تعامديا ومكافتة تعامديامم 4 . النظرية 111 يمكن 
أ Î‏ 


إعادة صياغا كا يل :- 


71 إن كل مصفوفة متائلة حقيقية 4 تكون مشاببة تعامديا لمصفوفة قطرية عناصر قطرها القَيم الخاصة ل 4 . 
أنظر المسألة م 
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14 الفصل الدادى والعشرون : المصفوفات المتشابهة #ضفوفة. قطرية 


لنفرض آن القم الحاصة المصفوفة المائلة 4 قد رتبت عيث يكون .و2۸ ... ۸12۸22 . فتكون المصفوفة 

» هى المصفوفة الوحيدة المشاءبة ل 4 . تشكل مثل هذه المصفوفات القطرية فى مجموعها‎ diag (A1, A2, ۰... A) 
مجموعة قانونية المصفوفات الماثلة الحقيقية بالنسبة للتشابه المتعامد وتحصسد:‎ 

11 تكون مصفوفتان متاثلتان, حقيقيتان متشاهتين تعامديا إذا كان ( وإذا كان فقط ) لما نفس القم الخاصة 
أى إذاكانت ( وإذا كانتا فقط ) متشامبتين . 

آزواج من الصيغ التربيعية الحقيقية نبرهن فى المسألة ؛ ا | 

6 إذا کان ×4× و 81 ل شكلين تر بيعيين حقیقیین فى (يرنة ,... ,ونه رونه) وإذا كان 816 كر محددا موجبا ٠‏ 
فإنه يوجد نحويل خطى حقيقى غير شاذ € = لآ يحول ×4 ¥ إلى 

avr 4 9v +... + AY, ٠ )‏ 
وحول ×8 +X‏ إلى : 
Yg‏ + ... + وير + در 
حيث ۸ هى جذور المعادلة 8-4120 
أنظر أيضا المسألتين 4 - ه 
المصفوفات الهرمنية : بالموازاة مع النظريات الخاصة بالمصفوفات الماثلة الحقيقية » يكون لدينا 
× - إن الق الحاصة لمصفوفة هرمتية مقادير حقيقية . 
ظ | أنظر المسألة “ب 

1× - إن المتجهات اللامتغيرة المصاحبه لقم خاصة مختلفة ( متباينة ) لمصفوفة هرمتية © متعامدة مثى . 

کا کات 27 رة را رھ ن افر ”ها ااا ی ب وا و فاته ترجا وة 
واحدية 77 عيث يكون ÛU'HU = U HU = diag (1,۸2, ..., An).‏ . تسمى المصفوفة 2 بأنما مصفوفة 
ذات تشابه واحدى ل 27 1-/) 

11 - إذا كانت (١.‏ قيمة خاصة ذات تعددية إ۲ للمصفوفة الحرميتة 83 . فإنه يصاحب 3.1 فراغ لا متغيرا 


نع ده Ai‏ . , 
لنفرض أن الق الخاصة للمصفوفة الحرمتية 1 قد رتبت بحيث يكون .,,( 4 ... 5 و2 5 21 فتكون المصفوفة 
)بم )128 ههالمصفوفة القطرية الوحيدة المشاءبةل / . 


تكون جميع المصفوفات القطرية » من هذا النوع > مجموعة قانونية للمصفوفات اطرمتية بالنسبة أتشابه 
الواجدى ونحد مايل : 

5177 - تكون مصفوفتان هرمتيتان متشابهتين واحديا . فيا إذا كان ( وإذا کان فقط ) مما نفس القيم الخاصة 
أى إذا ( وإذا فقط ) كانتا متشاستين . 

المصفوفات النظامية نتول عن مصفوفة مربعة 4 من الدرجة # إنها نظامية وما إذا كان 4 تريح إن ج 
المصفوفات: النظامية بصورةخاصة المصفوفات القطرية » المصفوفات الماثلة الحقيقية » المصفوفات الحقيقية المماثئلة تخالفيا » 
المصفوفات المتعامدة » المصفوفات اطرمتية » المصفوفات طرمتية التخالفية والواحدية . 

لنفر ض 4 مصفوفة نظامية و لا مصفوفة واحدية و لنكتب 8-0748 فيكون [174-1- “8 

: وعل ذلك‎ 8B = UA UU AU - 'لا‎ 4' 4 = U'AA'U = U'AU .U'A'U = BB 
. إذا كانت 4 مصفوفة نظامية و ل مصفوفة واحدية فإن  1ا۸4 1= 8 يكون مصفوفة نظامية‎ - ×۷ 
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76/1 اذا كان بل متجها لا متغيرا مناظرا للجذر الخاص :3 للمصفوفة النظامية 4 »> فإن ول تكون أيضاً متجهاً 
لا متغيرا للمصفوفة “4 المناظر القيمة الخاصة .3 ) 

سنبرهن ف المسألة ه ) 

11× تكون مصفوفة مربعة 4 مشابهة واحديا لمصفوفة قطرية قيا إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) المصفوفة 
م نظامية . 

كنتيجة لما سبق » جد : 

1× إذا كانت 4 نظامية :إن المتجهات اللامتغيرة المناظرة للقي الخاصة المتباينة المصفوفة تكون ممامدة - 

أنظر المسألة ٠١‏ 

116 إذا كانت ;۸ قيمة خاصة ذات تعددية رم لصفو فة نظامية 4 › فإن الفراغ اللامتغير المصاحب لما يكون ذا بعد 

يساوى ;7 . 





. 376 تكون مصفوفتان متشابهتين واحدياً » إذا كان ( وإذا كان فقط ) لما القيم الخاصة ذاتها أى إذا كانتا متشابهتين . 


) مسائل محئولة 
١‏ - برهن أن القيم الخاصة لمصفوفة مربعة حقيقية مبّائلة 4 ومن الدرجة * كلها حقيقية . 
لينفرض أن 32 + 7 قيمة خاصة مركبة للمصفوفة ۸4 ٠»‏ اعتبر : 
Khrtik)I-AN(A-ik)I-A} = (hI-A) + k“I‏ - م 
الى هى مصفوفة حقيقية وشاذة لأن 1-4 ( من+۸) تكون شاذة . يوجد » إذن »2 متجه حقيى +X‏ غير صفرى 
يث يكون 0 = ¥ 8 وعل ذلك . ) 


0 = يل + غ3 وفيت لع[ "لهرت ا لا X'BX = X(hI-—-A)X + kX'X‏ 


يام 


إن المتجه ل ( 4 - 1 ۸ ) حقيى وهذا يؤدى إلى .0 2 [(1)81-4(1] 4011 - 41«( وإن 1 لا > 0 

أى أن 0 = k‏ وإنه لاتوجد قم خاصة مركبة . 

- برهن أن المتجهات اللامتغيرة المصاحبة لعَيم خاصة متباينة لمصفوفة حقيقية مماثلة 4 تكون متعامدة ذما بينها . 

لنفرض ,+ و وا متجهان لامتغير ان مصاحبان على الترتيب القيمتين الحاصيتين الختلفتين 1 و دة المصفوفة 

4 .فينتج عن هذا : ظ 00 ْ 
م = 4 3 .وأو - 4352 كا ينتج أيضاً ١1‏ 2 :41ول! .و ج11( - و41 ألا : 
لتأخذ منقول هذه المصفوفات فنجد : ٠‏ 
AKS SE AKS‏ 5 ٌْ - 1.411 

وهكذا نجد 221112 - 21113 وما أن ث3 صحد ,۸ فإنه یکون مسولا آی أن ,× و رک متعامدان .۰ 

م« - أوجد مصفوفة متعامدة ثم حیٹ تكون المصفوفة ۶-4۶ مصفوفة قطرية عناصر قطرها القم الحاصة ا 4 إذا 


عم أن : 
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اا ااا ا سس ا م سك 


إن المعادلة المميزة المصفوفة المفروضة هى : 
A-10 2 = ۸° - 2427+ 180٩ - 42 = 0‏ 2 


وإن جنذور هذه المعادلة هى6,6,12 . 


24 1- 2 1- 
محا | 1- 2 1 


المتجهين المتعامدين ‏ [1- ,1,0] = ,× و [1,1,1]- ير ولتأخذى حالة 12 = ۸ المتجه [2,1-,1] =و× 
بإستخدام الصيغ المعير ة لمذه المتجهات كأعدة فى المصفوفة م جد : 
IN2 IN3 IN6‏ 


1IN3 -2N6‏ 0 + م 
-IN2 1IN3 1/6‏ 


سيترك » كتمرين » برهان صصة العلاقة ‏ .(12 ,6 ,6) چول = ۶٠*4۶‏ 

4 - برهن أنه إذاکان 4¥ ¥ و 8¥" شکلین تر بیعیین حقیقیین فى ( يرن ,... ,هن ,زنة) وإذا كان ×8× عدداً 
موا غ اله رکه کول ل قى فر شاذ C7‏ = ب عول 74¥ إلى ررر( + ...+ ۸22+ 1را 
ويحول 281 إلى, 7 + ... + 77+ #لحيث و 2,....۸ ۸,۸ مغل جذور المعادلة |0 = 8-4 ۸| 

يوجد كنتيجة للنظرية ۷11 غويل متعامد 67=× حول ×8 2 إلى 

V(G'BGJV = pv? + درطم + ... + دوم‎ 0) 


حيث 2 La. a. pk‏ هى القيم الخاصة ( كلها موجبة ) للمصفوفة 8 . 
لنفرض di171. 1/15. .... 1/710. ١‏ = ۸ فينتج عن هذا آن 8# = ۷ يحول (3) إلى : 
W'(H'G'BGH)JW = w2 + w2 + ... + w2 (i)‏ 
يو جد تحويل متعامد K۷‏ = # يحول الشكل الير بيعى الحقيقى #([4'6'46)' إلى : 
Y(K'H' GC AGHK)Y = \, y2 +A ,y? + ... + Ay‏ 


حيث ۸#.... .1.۸2 هى القى الحاصة د 461 ۳6 وهكذا نجد أن هناك نحويلا حقيقياً غير شاذ 01-0780161 لا 
يحول #4 إلى 2ر۸ + ... + 2رر + 2ر۸ کابول ×78 إلى : 











الفصل الحادى والعشرون : الخصفوفات المتشابهة مصفوفة قطوية ا Av‏ 


اااااااااالل سم اسم ا ع الس سسا ير 


Y‘(K'H'G'BGHK)Y = Y¥“(KTK)Y = J++. +y2 
: + وذلك مما آنه لکل قم‎ 
K'H'G (AB -A)JGHK = XK'H'G'BGHK - K'H'G'AGHK = diag \.\.....۸) diag (1,۸2. ..., A) 


= dE A-1, A-A, <...) 


! 28 - 41-0 فإنه ينتج عن ذلك أن ...۸2 هى جنور العادلة‎ ٠ 
: م - استنتاجاً من المسألة + نحد أن التحويل الحطى‎ 








0 1V2 1/3 1/6 ]|1//6 0 0 
١ X = )68(7 = 0 1/0/3 ~-2NMN6ll 0 1V6 o jw 
-1V/2 14/3 1V6 م‎ 0 1/23 
1/2۷3 1/3۷2 1/62 ) 
= 0 1/3۷2 -1/3¥2 [F 
-1/20/3 1/3۷2 1/632 
7 -2 1 
. WIW J! q = X'BX = X'|-2 10 -2y حول‎ 
1 -2 7 
1/3 0 0 3 -1 1 
Wڼlo‎ + إلى براه‎ X'AX = X'Î-1 5 1] 
0 0 + قم ت‎ 


بما أن المصفوفة الأخيرة مصفوفة قطرية فإن التحويل 8-37 الوارد ف المسألة ؛ هو التحويل المحايد 7 / = # . [ 
وهكذا نجد أن التحويل الخطى ال حقي ق 1(۲ C۲=)G€=¥عول‏ الشكلالتر بيمى الحدد الموجب ×8 إلى ولر+ روم 2ر . ظ 


و حول الشكل الربيعى ×4 ¥ إلى 2 + 2ے + 2 يرجى »> كتمرين ع البرهان على صحخة العلاقة 
223 1 ْ 


|28- 4| - 3633 - 1()20 - 1). 


5 - برهن أنه ممكن كتابة كل مصفوفة ۸4 حقيقية غير SERE SE‏ =4 حيث ') مصفوفة محددة موجبة 
ومبائلة و ۶ مصفوفة متعامدة . 


ما أن 4 غير شاذة » فإنه 44 ٠‏ استناداً إلى النظرية + الفصل ۷ » تكون مصفوفة محددة موجبة وماثلة أى أنه 
توجد مصفوفة متعامدة 0) نحيث يكون ‏ 8 = 07°AA4'Q = diag(kı. k2. ...,k4)‏ ۰ حيث كل ب > 0 . لتعرف 
المصفوفتين  Bı = diag (Vk. Vk. .... Vk)‏ وء 080-€ فينتج أن © مصفوفة محددة موجبة 
ومتناظرةوأن '44 = 080-44 = 0850-4 = * C^ .= QBıQ Q80”‏ 

لنعر ف 5-014 فيكون ‏ 7 - 074020-1 002440-22 - '۶۶ ونستنتج أن مصفوفة متعامدة . وهذا نكون 

۷ ¬ برهن من : أن القيم الخاصة لمصفوفة هرمتية كلها حقيقية . 

لکن ;۸ ق قمة خاصة للمصفوفة الحرمتية ٣#‏ یو جد عنائذ متجه غير صفرى X;‏ حقق العلاقة H Xi = hi X,‏ 
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ل > 
El:‏ 2 
4 








AA‏ الفصل الحادى والعشرون : الخصفوفات المتشابهة 3صفوفة قطرية 
iî‏ 51 - 11 حقيى وختلف عن الصفر ويكون الأمر ذاته بالنسبة لمنقول المصفوفة ا 


ال 112 و رهكذا نجد أن بة - ز3 أى أن :3 حقيق 
م - برهن أنه إذا كان بل متجها لامتغير أ مناظرالقيمة الخاصة 3 لستقوفة اتظامية 24 .4< قاف و بكرن ما 
لامتغير أ ل 44 يناظر القيمة الخاصة 3 . 
ما أن م نظامية فانه يكون : 
AX - ۸A4 - (4 + 44'‏ = 401-45- ال ع (لم- 0-407 
(01-4) 07-40 ع 4'4 + AAI -AA' -AA4‏ 


00 4 - 7 ۸ مصفوفة نظامية - و ما أننافرضنا ;0 = ×(۸1-4) = 8۸ فإن : 
K;B'-BX; = XK;B.B'X; = (B'X;)(B'X;) =‏ - 810 810) , 06 - 0-401 - 8184 
وإن ,ل مجه لامتغير ا ل 4 يناظر القيمة الحاصة 2 . 
٩‏ - برهن أن مصفوفة 4 مربعة ومن الدرجة ۸ › O‏ كانت ( وإذا 
كانت فقط ) مصفوفة نظامية . 
لنفرض 4 نظامية فإنه يوجد » كنتيجة النظرية ۷111 من الفصل ٠١‏ . مصفوفة واحدية 7) بحيث يكون : 


Aı bho hùsa -......... وس يم‎ bın 
0 A2 bag ......... 652, 0-1 ban 
UAC = FE لسن اف م ف نط لم انوا ومع يا‎ = B 
0 0 0 uuu. a. Berd 
0 0 0 0 ۴ 


ونجد استناداً إلى النظرية 7+ أن 8 نظامية وأن BB‏ = 88 . والآن » إن الشصر الواقع فى الصف الأول والامود 
الأول من 8 8 هو ۸1 و بنا يكون المنصر المناظر له ى 88 هو : 


A1۸1 + bı2bı2 + ويطوية‎ + ... + bı nbn, 


بما أن هذءالعناصر متساوية وأن كل .0 < زيط زيف فإننا نستنتج أن كل 0= ط . وبالاستطراد بالنسبة العنصر 
الواقع الصف الثانى والعمود الثانى ... وهكذا . فإننا نستنتج أن کل رظ من 8 يساوى الصفر ون ۸(۰.....و۸ .ر۸ ,هلق = 8 
على العكس » لنفر ض أن 4 مصفوفة قطرية فتكون ‏ 4 نظامية . 

» برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة نظامية فإن المتجهات اللامتغيرة المناظرة للقم الخاصة المتباينة لذه المصفوفة‎ - ٠ 
. تكون متعامدة‎ 

لتكن ' ولد و 31 و ولد و 32 قيمتين خاصيتين متباينتين والمتجهين اللاءتغير ين المرافقين للمصفوفة 4 فيكون 
,× بذع ,×4 و دل ر1 ك رل 4 ونجد استناداً إلى المسألة ۾ أن 482-2272 .×= ×4 والآن 

×× ۸4 = ,×44 وبأخذ المرافق نجد : .72113 - ولا '14 ولكن ‏ 214/24220111322 . وهكذا نجد 

× ۸2۸1 = ۸11 وما أن ي2 ع رذ فإن العلاقة 0 - ولد ,1 تكون قد برهنت كا هو مطلوب . 

) أعتير القطع انحرو طى :40 = 42 - ××12 - 2د أو‎ - ١ 


: ) ت ا 
(i)‏ 40 = | |د => 8241 . 


6 








الفصل الحادى والعشرون : المصفوفات المتشابهة مصغوفة_قطرية 4 


منسوباً جموعة حاو ر الاحداثيات المتعامدة ,0¥ و رل0 
أن المعادلة المميزة ل ۸4 هي 


- إ4-لم| 


A-i 6 
= 0-5(0+8( = 0 


6 A+4 





/ 13 00 7 
لق تين ألآن لنشكل المصفوفة المتعامدة 


إن التحويل ۲۲ =× مزل () إلى 
٠‏ ° 5], 0/3 13ل//3 |[6- 1 |2//131- 3//13, 

¥ ١ Y = Y ۲ = 5y2?-8y7 = 40 
2N13 3/13] l6 2//13-]|[ل4-‎ 3N13 0 - 


ونجد أن القطع ا حرو طى المفروض قطع زائد . 
إن هذه الطريقة قد قامت بعملية دوران المحاور المعتادة فى المندسة التحليلية المستوية والى لدف إلى حذف حاصل الضرب 
المتقاطع فى معادلة القطع الخروطى . ولنلاحظ أن استنادا إلى النظرية ۷11 يعر ف هذا الناتج عندما تعرف القيٍ الخاصة المصفوفة . 
١‏ - إن إحدى مسائل المندسة التحليلية فى الفراغ » هى اختزال محادلة سطح تر بيعى ا اال وور اة قا 
إلى أبسط أشكاها . إن الصعوبة تكن فى تحديد موضع المركز . وتعيين الإتجاهات الرئيسية أى إتجاهات ماو ر القطم بعد الدوران . 
سنبين فما يل . بدون تبرير لمر احل البر هان المتتالية » :دور مصفوفتين ى اختصار معادلة سطح تر بيعى مركزى . 
ليكن السطم 0 = 9- 22 + و14 - 282 - 2x2 + 4yz‏ + بره 2 + 27 , المصفوفتان المماثلتان . 


1 = ۶ حيٹ عموداها هما المتجهان المذ كوران آنفا ع بعد تغيير ها . 


د |1- 1 1 3 

8 ET و‎ 4 = 1 0 2 

1 20 1 LS 

9- 1 7 1- 
المكونة على الثر تيب من الحدود ذات الدر جة الثانية ومن كل الحدود . 
إن المعادلة المسيزة 
0م = |2 ۸ 1- = |4-/2| 
م 2- 1- 


) و إن القع الخاصة و متجهات الو حدة اللامتغير ة المصاحبة هى : 


انس لك و و کک ا 1 1= 
| ا 04 ,2 U2 E ê | A3‏ 4 وم 3 E‏ جا = و ,1 ۸1 


بإستخدام نحويلات الصفوف الآولية (16)ر## و (K)ر;11‏ فقط ) حيث 4 جز فإننا جد : 


3 1 1 1 0 0 1 -4 
ê a f 1 0 2 7|210 1 0 of _ D1 
B4 1 20 11 1510 0 [1 و2‎ 

-1 7 1 -9 0 0 0 -4[ 
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.۹ الفصل الحادئ والعشرون : المصفوفات التشابهة 4صفوفة_قطرية 
Ix+ y+ 2-2-1 - 0‏ 
لتعتير :28 كصفوفة مددة لمجموعة المعادلات. 0 - 7 ج2+ x‏ فنجد من ,0 
0= 1+ 2 + * 
المل 4 =72ره = ررا ح x‏ أو (1,0,4-) © ومن و82 جد : 4- = ل 
إن رتبة 4 تساوى 3 ورتبة 8 تساوى 4 وإن مركز السطح التربيعى يقعم فى النقطة (1,0,4-) € وتكون 
الممادلة الختز لة المطلوبة هى : 
AX +A,Y +AgZ2 +d = X+a¥ 227-4 = 0‏ 
إن معادلات الإنتقال هى 4 + 7 = 72 واي جح بر 1 -ح ير ع عرو 
وإن الإنجاهات الرئيسية هى و۷ .۷ .۷ لرمز بالرمز 85 لمعكوس المصفوفة [و« ,جا ,:”] فتكون معادلات 
دوران الحاو ر إلى الإتجاهات الرئيسية ههى : 


x 1//3 -1//3 -IN3 | 


y| = {XY Z.E = {XY 2[|2//6 ING 1N6 
5 0 -1IN2 4/2 
مساقتل اضاضة‎ 


٣ر‏ - أوجد» لكل من المصفوفات 4 الحاثلة الحقيقية التالية » مصفوفة متعامدة © .محيث تكون المصفوفة 148-م 
قطرية عناصر قطرها القم الخاصة للمصفوفة 4/ . 


1- 0 2 | 1 0 2 2 4- 2 ]2 2 3 1 1- 4 
(' )0م 2 0o‏ إ(ب) ]م o 3s‏ (<) ,|2 2ج ي4.-| (د).]0 2 2| (*)]1- )4 1- 
2 0 1- 0 1- 2- 2 4 20 1- 1 


IN2 1/6 3 1//2 /ي/1 م‎ 2 
0 -2N6 INTO |0 1 0 ].)١( : الجواب‎ 


2/3 1/3 2/1 
-2/3 2/3 1/3 )<( 


E 


1/3 2/3 3 -IN2 2 1//6 13 1//2 0 -INT 
IN6 IN2 1/30 2/3 1/3 2/3 
N6 0 -1IN3| (.)| -2/3 2/3 1/3 رد)‎ 


IN6 -1//2 1IN3 -1/3 -2/3 3‏ 
4 - أوجد تحويلا خمياً مختزل للظلكا إلى (17) 20+ تر + تر صر 46خ إلى .2و + وو + 1172 
حيث 2 هى جذور المعادلة 47-0 - 7۸8 علا أن : 


1 0 2 1 2- 71 2 4-2 4- 4 7 
)١(‏ [ه 3 0= 8 ,|2- 10 2| = 4 ري) أه 5 2|[- 8 .[ه 1 4| = 4 
2 0 1 7 2- 1 5 4 2 1 8- 4- 
1/3 1/8۷2 1//2 1/3410 2/3 2/3 
اللجواب : (1/3)1 2/3/7- 0 إرب) 2/310 1/3 2/3~ 


1/3 1/3۷2 1//2- 000 2/3- 1/3 
٠‏ - برهن النظرية ۷ ٠,‏ ) 
إرشاد : إذا کان ٠٠. ۸(١‏ نووم وومةه ¢(,1-4)P = diag(0, 0. ..., 0. ùji P^ AP = diag(\ı. Aq, ..., A.‏ 1 
( ۸1-۸ ...و ۸.۸-۸ ۸ تكون من رتبة تساوى م - م 


. عدلق بر هان المسألة ؟ لكي, تہ حه النظ نة آ×‎ - ١+ 





الفصل الحادى والعشرون : المصفوفات اختشابه خصفوفة قطرية 0 


ل ليقي 


. 717 يرهن النظريات : 711 و 7111 و‎ - ٠ 
:  ةيلاتلا عين كلا من الات المندسية‎ - ۸ 
2 1087 - 312 (+ج) ,900 = 2 + يديه‎ 202 - 24x2 + 272 = 9| 10 
x2 + 2 (د ) 8 = + يديه‎ 3x2 + 2 (ب) ,¢4 = 3 + يه‎ 
) : و - تفرض 4 مصفوفة حقيقية ومماثلة تخالفية » يرهن‎ 
. أن كل قيمة خاصة ل 4 إما أن تساوى الصفر أو أن تكون مخيلية محتة‎ 6 
. (ب) أن 4م ل 7 و 4 - 7 غير شاذتين‎ 
. ) ١+ (ج) (16-4-(4+4 - 208 مصفوفة متعامدة . ( أنظر المسألة هم من الفصل‎ 
. د برهن أنه إذا كانت 4 مصذوفة نظامية وغير شاذة فإن 4-1 يكون كذلك‎ ٠ 
. 4 و» - برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة نظامية فإن 4 تكون مشابهة ل‎ 
برهن أن مصفوفة مر بعة4تكون نظامية ذما إذا كان ( وإذا كان فقط)من الممكن تمثيلها بالشكل )أ + ۴4 حيث‎ - ۲۲ 
و © مصفوفتان هرمتيتان تبديليتان.‎ 7 
إذا كانت 4 مصفوفة مربعة من الدرجة 7 قيمها الحاف. ...و فان 4 تكون نظامية‎ - ٣٠ 
فما إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) القم الخاصة ل 4ى 4 هى .رار .... .8212 .بلب‎ 
)۲)77'( = 8۴ )441'( اكتب.[ريء] - 7 = 1410 -ناحيث لا مصفوفة واحدية و "7 مصفوفة مثلشية | إن‎ ٠ ا إرشاد‎ 
۰ . تتطلب 0 = و٤ لقم زا‎ 
برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة غير شاذة »> فإن  4 4 تكون مصفوفة هرمتية محددة موجبة . أذ كر‎ - ٤ 
. هذه النظرية عندما تكون 4 مصفوفة حقيقية وغير شاذة‎ 
برهن أنه إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين مر بعتين من الدرجة 7 ونظاميتين وإذا كانت 4 و 8 تبديليتين‎ ۲0 
۰ . فان 8 4 و 4 8 مصفوفتان نظامیتان‎ 
: لتفرض أن الدالة المسيزة للمصفوفة 4 المربعة من الدرجة 8 هى‎ - 5 
$0 = A-0 A-2... 0-5 
: ولتفرض أنه توجد مصفوفة غير شاذة 7 يث يكون‎ 


)1( (ي+1 و8 ١‏ عوج أو . diag (A1lr,‏ د صم اسم 





.8 : لر مز بالرمز ;8 حیث ( ک , e‏ و 2 / ج # ) للمصقوفات المر بعة ذات ألدر حة ...,0.I,.0,...,0(‏ .0,0( 
0 الى نحصل عليها بالاستعاضة عن :3 ب | وعن رة ( اع ) بصفر فى الطرف الأيمن من ( 1 ) ولتفرضص : 


...6-12 *ميهم - يم 


| برهن أن 
ا ) ا( وقول + ... +وقول + P “4P = A,B‏ 
| : (ب) وطوة + ... + وول + وقول - 4 


(ج+) كل واحدة من ري متحدة القوى . 
E‏ (د) 0 = E; E;‏ لقم رعو ¡ 
E‏ (ه) E + E+ ...+E, =I‏ 
( و) إن رتبة ,6ه تساوى قوة تضاعف ( تعددية ) القيمة الحاصة نة 


(A,1-A)E; =0, 6 - 2 ...,8( ز(‎ ) ١ ۳ 





رو ی ن و ي ن ا 


e, E Fg Eb e 
3 


ل 


جع م م 
ermen: 3‏ 
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1۹۲ << الفصل الحادى والعشرون : الخصفوفات المتشابهة لمصفوفة قطرية 





(ج) إذا کان ( × ) م كثيرةحدودفى P(A) = pPADEı + pA Ez + ... + p(\g)E,. ùji x‏ 
إرشاد : برهن أن اعت د + ...+ XE, + XE»‏ = 4° و + ...+ AE + ASE»‏ = 
(ط ) إن كل ره كثيرة حدودى 1, ) 
إرقاد : اثرض (0-200-22...0-2 ع هر ار “...1.2 6 ,ل(يذ-0/0/ - جنير 
فيكون عندئذ .۸08| = (4)/ ) 
(ى ) تكون المصفوفة 8 تبدياية مع 4 فبا إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) تبدياية مم كل £ 
إرشاد : إذا كانت 8 تبدياية مع 4 فاا تكون تبدياية مع كل كثيرة حدود 4 
(ك) إذا كانت 4 مصفوفة نظاءية فإن كل ٠صذوفة‏ رل هره تية . 
( ل ) إذا كانت 4 مصذونة غير شاذة فإن : 

4-1 = XE, + AFEQ + ... + XE, 


(م) إذا كانت ۸4 ر فو فه هر ية حددة ٠ر‏ حبة نان : 


H = 42 = VALE, + VAoEa + ... + VAÃçşEs 
[ . ةيجو.٠ تكون مصوفة هرمتية محددة‎ 
. (ن) تسمى الممادلة (ب) التحليل الطيق للمصفوفة 4 . يرهن أن هذه المعادلة وحيدة‎ 
١ أو جد التحليل الطبى‎ ) ١( - ٣۷ 


2/9- 4/9 5/9 2/9 4/9- 4/9 10 20- 24 
2/9 5/9 4/9 |4 + [2/9- و/4 و/4-| و49 = |10 24 20-| = 4 
8/9 2/9 2/9- 1/9 2/9- 2/9 9 10- 10 
0- 20 29] , 
ES‏ 1م 
وا 10 29 2 | gg‏ 
44 10 10- 


0/9 20/9- 38/9 ظ 
(+) أوجد |و/10- 38/9 و/20_| ۔ 2لثم 
23/9 10/9-— 10/9 


۲۸ - برهن أنه إذا كانت 4 ٠صغوفة‏ نظامية وتبدياية مم 8 » فإن .4 و 8 تبديليتان . 

إرشاد : استفد من المسألة 5؟ (ى) . 

وم - برهن أنه إذا كانت 4 ٠صفوفة‏ غير شاذة فإنه توجد ٠صفذوفة‏ واحدية /) ومصذوفة هر.ء:ية محددة .وجبة 81 
عيث يكون '] ¥ = 4 

إرشاد : عرف ¥ بالعلائة 4م 4 = 2 ليرو 4ا'-8 عد لا. 

٠‏ - برهن أنه إذا كانت 4 ءصفوفة غير شاذة فإن 4 تكون نظامية ذما إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) المصةوفتان 
4 و ل الواردتان ف المسألة ٠‏ » تبديليتين 

۴١‏ - برهن أن المصفوفة المربعة 4 تكون مشا لمصفوفة قطرية فيا إذا كانت ( وإذا كانت فقط) توجد مصفوفة 
هرمتية محددة موجبة / محيث يكون 4 +-8 ١صفوفة‏ نظامية . 

٣‏ - برهن أن مصفوفة حقيقية ٠حاثلة‏ ( هرمتية ) تكون es‏ كانت ( وإذا كانت فقط ) قيمها الخاصة 
مساو ية الصفر أو اواحد 1 














8 
ا 





العشرون : الخصفوفات احشابه مصفوفة قطرية | 1۹۲ 


الفصل الحادى و 
ا 


۳۴ - برهن أنه إذا كانت 4 مصفوفة حقيقية ماثلة ( هرمتية ) ومتحدة القوى فإن 4 م) -- 54 

C = BB لنفرض أن 4 مصفوفة نظامية وأن 4م + 7 < 8 مصفوفة غير شاذة وأن‎ - ۴١ 
. تبديليتان . (ب) أن © مصفوفة واحدية‎ (B' برهن : (!) أن 4 و‎ 

. برهن أنه إذا كانت 47 مصفوفة هرمتية فإن  (-1)“(:+1) نكون مصفوفة واحدية‎ - ٥ 


وم - إذا كانت 4 مصفوفة مريعة من الدرجة 8 فإن مجموعة الأعداد ل 4 حيث ال متجه وحدة » تسمى 


000 . برهن مايل : 
تقع اليم الخاصة ل 4 ف حقل قيمها . 
7 يقع كل عنصر قطرى من وكل عنصر ری ر 4م “ل حيث () مصفوفة واحدية ٠»‏ فى 
حقل قم 4 . 
( ج) إذا كانت 4 مصفوفة حقيقية ميّائلة ( هرمتية ) فإن كل عنصر من حقل قيمها يكون حقيقياً . 
(د) إذا كانت 4 مصفوفة حقيقية حقنيقية ماثلة ( هرمتية ) فإن حقل تيمها هو 0 الأعداد المقيقية والمحققة للعملاقة 
۸> ۸> أحيث ,۸ هى أصغر القي الخاصة ل 4 و بي أكبر هذه القع الحاصة 








المصل الثاى والعشرون 


كثيرات الحدود على حقل 


مجال ( نطاق ) كثيرات الحدود عل لتكن .3 رمز مجرداً ( غير معين ) ولنفرغى أنه قابل قتبديل مع نفسه ومع 
كل عنصر من حقل *1 نسمى التعبير . 
a0 22.1‏ + ليه f(A) = aq + al E E‏ 

حیث نھ ھی عناصر من / . كثير حدودق 3 على / 
إذا كانت كل 0 ح ,»© فإن (22.1) يسى صفر كثيرات الخدود ونکتب 0 = (2) / إذا كان 0 ويم 
فإننا نقول عن (1 . 22) إنه من الدرجة # ونسمى يرك معاملة المتقدم . نقول عن كثير الحدود 0 + ري = مه - (0)]ر 
إنه من الدرجة صفر . إن درجة صفر كثيرات الحدود غير معرف . 

إذا کان 1 = يرت فى ( 22.1 ) فإن كثير حدود يسمى واحدی . 

نقول عن كشيرى الحدود ق 2 اللذين ٠‏ بصرف النظر عن الحدود ذات المعاملات الصفرية ٠‏ نحويان نفس الحدود . 
إنهما متساويان . 

نسمى كثيرات الحدود ( 22.1 ) فى مجموعها مجال كثيرات الحدود [۸] ۴ عل / . 
المجموع وحاصل الضرب ٠:‏ إذا اعتير نا كل كثير حدود من [3] م كعئصر من مجموعة أعداد ٠‏ فإنه يكون لتطاق 
كثيرات الحدود أغلب خواص الحقل وليست كلها . 


: مشال ذاك‎ 
/)00١80( - gEA‘fA) ,  /)00(+ )م‎ = g(A) + fA): ° 

إذا كان ( ۸ ) تر من الدرجة ۴ و ( 2 ) ع من الدرجة # فإنه يكون : ٠‏ 
ومن الدرجة # إذا كان ™ < #۸ . 

( 1 ) ()۰8-(۸)/ يكون من الدرجة ۾ +" . 

إذا كان 0 عد( 2 ) / با 0 = (۸(۰8)۸)/ فإن .0 = (8)۸ 

وإذا كان 0 4و (0يم , .(0)م١(6)0‏ - (2)م١٠(5)0‏ فين h(\) = 6)0(١‏ 

سنبر هن فى المسألة ١‏ 

1 إذا كان ( 1 ) كرو 0 عج ( 2۸ ) ع كثيرى حدود من [ 3 ] / فإنه يوجد كثيرا حدود وحيدان (.3) 8 
و( .1 ) + من [12] ۴ حيث ( ۸ ) ۲ آنا آن تكذن سفر كثيرات الحدود أو من درجةأقل من درجة (© جم ؛ 
حیث يكون : 


0 Rk(A)-8(A) + F(۸) ) (22.2 ( 
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تسسى هنا ( 2 ) + باق قسمة ( 2 )ثر على ( 2 ) بم . إذا كان 0 - ( 2 ) م فإننا تقول إن (۸)ع 
يقىم ( ۸ ) £ وإن ( 2 ) ع و ( ۸ ) ۸# فتسمى عوامل ( 2 ) /ر. 

لنفرض ان :(8)2 8020١‏ = (8)/ . إذا كان ( #2 ) ب من الدرجة صفر أى إذا كان م - (2) يم حيث 
» عدد ثابت فإننا نقول عن هذا التحليل إلى العوامل إنه تافه . نقول عن كثير الحدود الغير ثابت على » إنه غير قابل 
للاخنز ال على / ذا إذا كان نحليله الوحيد إلى عوامل تافه . 


مثال ١‏ : إن 22-3غير قابل: للاختزال على حقل الأعداد الحذرية » وهو قابل التحليل على حقل الأعداد الحقيقية بالشكل 
501/31 أن 4+تم غير قابل للاخمزال على حقل الأعداد الحقيقية ( وبالتالى على حقل الأعداد الحذرية) بيا بمكن ليله 
على حقل الأعداد المركبة بالشكل :(8+2/()8-28) . 


نظرية الباقى ليكن ( 2 ) كر أى كثير حدود و »لز ب ( ۸ ) ع . فنأحذ هنا العلاقة (22.2) الشكل التالى : 
( 22.3 ) م + (ه- ).600 = IA)‏ 
حيث + غالية من :3 . ینتج عن ( 22.3 ) أن م = ( 4  )‏ ویکون : 
1. إذا قم ( 2) ثم على »م ل حى حصل على باق خال من .2 فإن هذا الباق يكون ( © ) / . 
HI‏ . يكون ( © ب 32 ) أحدعوامل كثير الحدود ( 2 ) كر إذا كان ( وإذا كان فقط ) 0 - ( © ) ر 
القاسم المشترك الأعظم : إذا قم () ۸ كلا من (۸) ۴ و (۸)ع فإننا نسميه قامما مشتركا لكل من (.3) / د(2( 
تلاس ار ا ا ا ا م ذم إذا كان : 
 ) 2 ( ) 1 (‏ قاسم مقترك لکل من (1) ارو ( 2 )لج 
[ ( اذ ) كل قاسم مشترك لكل من ( 2 ) كرو ( 82 ) بج يكون قاسما ل ( 1 ) 4ے 
ستبر هن فى-المسألة ؟ : 
1 إذا “كان ( 2 )حرو (/1 ) بي اكثيرى حدود من [ ۸ ] # ليسا معدومين فى وقت واحد معا »© فإنه 
يوجد لما قاسم مشترك أعظم وحيد (۸) 4 كا يوجدى [0] م كثيرا حدود ( 2 ) 4 و [ 2 ] 2 بحيث يكون : 





)22.4( 0م١600‏ + (0/ dA) - 600١‏ ظ 
أنظر المسألة م 
إذاء كان القامم المشّر ك الوحيد لكثيرى الخدود (0) كرو (3) ج ثوابت فإن القاسم المشترك الأعظٍ لما هو 1 - (3) 4 
مثال ۲ إن القاسم المشير ك الأعظم ل )3۸+5+()4+ #( = f0)‏ و (1()2+308+5-) - (0يم هور2+308+5( وإن 
(22.4) تكون ۰ 
KHOR & 1/۵) 3 12)‏ 


: إن هذا يوضصح‎ . )1- 20١/0 + ولدينا أيضاً .0 = 0م١4 جم‎ ٠ 
لا إذا كان القامم المشر ك الأعظر لكثير الحدرد ( 2 ) كر ذى الدرجة # > 0 ولكثي الحدود ( 42 )ع‎ 
فى الدرحة >0 » مخالفاً الواحد »› فإنه يوجد كثير حدود غير صفرى ( ۸ ) 4 من درجة أقل من 7# وكثير حدود‎ 
: ۵ظ درجته أصغر من # محيث يكون‎ ) ۸ ( 
aA)‘ f(A) + ة)<(٠١‎ م١‎ - 0م‎ 
والمكس يح ) أنظر المسألة ؛‎ 
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كثرات الحدود الأولية نسبيا : 

نقول عن كثيرى حدود إنهما أو ليان نسبيا فما إذا كان قاسهما المشتر ك الأعظم هو الواحد . 

۷ء إذا کان ( ۸ ) ع غير قابل للاختزال فى [ے] ٣‏ وکان [] f‏ كشير حدود من j F [J‏ فإنه إما أن يكون 
ع قاماد ( 4 ) ۶ وإما أنيكون ( 2 ) م أوليانسبياًمع ( 2 )/. 

.VII‏ ا ولكنه يقسم ( ۸ ) ۸ ( ۸ ) ل فإنه يقسم على الأقل واحدا من 


( ۴)۸ و( 
E Ek .VIH‏ كان كل مبهما قاسما ل ( ۸ ) ۸ فإن () .g‏ )0)/ 


يكون قاسمال ( ۸ ) ۸ . 

التحليل الوحيد : سنبرهن نى المسألة ه مايل : 
×1 بمكن كتابة كل كثير حدود غير صفرى ( ۸ ) ف [۸] ۴ بالشکل : 
( 22.5 ) (0)س9 ...(0)؟ f(A) = 2 609000١‏ 


e 
. ۴ ] 3 [ ثابت و ( ۸ ) زه كثير حدود واحدى غير قابل للاختز ال من‎ e 0 حیث‎ 


مسائل محئولة 
-١‏ برهن آنه إذا کان (۸) / و 0 عج ( ۸ ) چ كثيرى حدود نی أ ۸] ۴ ۰ فإنه يوجد كثيرا حدود ع 
وحيدين ( 1۸ ) ۸ و ( ۸ ) ۲ ف [ ۸ ]۴ حيث ( #2 ) + إما أن يكون صفر كثيرات الحدود أو أن يكون 
من درجة أقل من درجة ( 1[ ) بي ونحيث يكون : 


fA) ع‎ 0 85)00١م)0(‎ + F(0) 0 
f(۸) 5٠ a + i 4 “o + a۸ + لنفر ض : م62‎ 
8)۸) 5 bq X + baa + < + bA + bo. bg و 0 مخ‎ 


إن من الواضح أن هذه النظرية سحيحة إذا كان 0 = ( .4 )ل أو إذا كان م < ™ لنفرض أن م > 74 فيكون 


و جا + “لبي + لوي = ير - 0" 2 - f0‏ 
11 


إنانان ف کرات تووار ان یک و ت ور ا م در 07 7 
إذا كان 0 = (۸) بر أو کا چ ا درك 7 2 0 0 =0 
و(13)كرء (3)م وإذا لم يكن ذلك نكون : 
ah‏ ا 
f(A 3 5 8)0( f۸۸)‏ 
مرة ثانية إذا كات 0 = ( 2 )ير أو من درجة أقل من درجة (۸) ج فإننا نكون قد برهنا النظرية » وإذا لم يكن 


ذلك ' ع( تكرر هذه الطريقة 1 يما أن درجة الباق( الى نفر ضبأ لاتساوى الصفر ) تنخفض ف كل مرحلة من مراحل ألير هان 
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فإننا سنجد » فى آخشر الأمر » باقياً ( ۸ ) ر = ( ۸ ) م يكون إما صفر كثيرات الحدود أو من درجة أقل من در جة 
(۸) £ . 
لبر هان الو حدأنية نفرض : 
(«)- + 00م١٠6500‏ = fA) = RKA‘EM + SA) » fM)‏ 
حيث درجتا ( 2 ) # و ( ۸ ) 8 تقلان عن درجة ( ۸ ) بم ويكون : 
hA(A)*g(A) + F(A) = k(A)*g(A) + 5(۸)‏ 


[K(A) - A(\)]g(A) = F(A) — »)00( 


والآن ( ۸ ) ى - ( ۸ ) ۶ يكون من درجة أقل من # بيا تكون درجة ( يز ) # [( 3 )4 -(2) 6] 
تساوى أو تزيد عن 74 باستثناء الحالة الى يكون فيها 0 -- (3)/-(0)/ . إذن 00 - (3) 5 -(2)2 و 0= (0 ۲)2(-s‏ . 
أى أن () / = () K‏ و (2) ى - (2) م وهذا يقتضى أن یکون (۸) ۸ و (۸) ۲ وحيدين. 


؟ - برهن أنه إِذا كان (2) كر و (2) بم كثيرى حدود ى (3)/ ليسا معدومين مما » فإنه يكون لا قارسم 
مشتر ك أعظم و حيد (۸) d‏ كايوجد كثيراً حدود (۸) ۸ و (۸) K‏ ی / محيث يكون : 
(09© 200 (0)م١٠6)2‏ + (0/ dA) = 650٠١‏ 
إذا كان 0 > (0)ثمر فإن (0)م 22 -(2)0 حيث برط هو المعامل المتقدم فى (3) بم ونحصل على (6) حيث 
kK(A) = b7" gh) = 1‏ ) 
لنفرض الآن » أن درجة (۸)ج لاتزيد عن درجة (00)/ . نستتنتج من النظرية 1 أن : 
f(A) = q(A)*8(A) + F(A) (i)‏ 
حیث یکون 0 = (۶,)۸ أوأنه يكون من درجة أقل من درجة (3)ج . إذا كان ۸(=0) ٣,‏ فإن (۸)ع*پو0(=b‏ 4 
ونحصل على () حيث 0 = )0( #4 و ا بررط-(0) / 
إذا کان ن عد (۶,)۸ فإننا نحجد: 
(ii)‏ ) (0)ي+ + 8A) = 42(A)*r(A)‏ 
حيث يكون ۸(=0)ر٣‏ أو أنه يكون من در جة أقل من درجة ( 3 ) ب . إذا كان 0 = (۸)ر٣‏ فإنه ينتج عن (1) آن 
fA = 91()°8()‏ = 0( 


ونحصل منها على (©) بأن نقسم على المعامل المتقدم ىق (۸) ٣,‏ . 

إذا كان 0 عب (7.)2 فإننا نمحجد : 

(A) = q{M-‘rg(A) + rs(A) (iii) 

حيث 0 = (۸)و٣‏ أو يكون من در جة أدنى من در جة (۸)ر٣‏ . إذا كان 0-(73)2 فإئنا نحصل من (1) و (11) على 
[(0)ع١(02).؟‏ - f(A)‏ 4(۸ -— (0)م = r(A) = EA — (N ‘(A‏ 
' ' (92)00[16)0١00)ه‏ + 1] + (0)/١7200؟9- ‏ = 

ومنها نحصل على (©) بأن نقسم على المعامل المتقدم ل (52)3 . إذا تابعنا هذه الطريقة وفرضنا أن كل باق جديد لايساوى 

الصغر . فإذئا نجد على وجه العموم : 
H(A) = qira) ‘rir4(A) + "i+ 2)۸( (iv)‏ 
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1 علاوة على ذلك فإن هذه الطريقة تننهى ب 
(A) # 0 (v)‏ ڱ rs-2(A) = Q(AN°s-4(0 + (N,‏ 


و 


(vi)‏ ()١20)وجو9و‏ = (1)0-ى 

من (۷1) نمد أن (2) r۶‏ يقسم (8) و ومن ( ۷ ) فإنه يقم أيضاً (32)ي,ىم ونجد استناداً إلى (۷ت) 
(8)رسوم + (8)ه::١(1)8-و 9‏ = (0)و-وم 

أى أن (۸)يء يقسم (3) ووم . وهكذا باستعادة المراحل المؤدية إلى (1ا) ء نستنتج أن (۶)۸ یقسم کلا 

١‏ 0 من (۸) ٣‏ و (0) . إذا كان المعامل المتقدم ل (۸) وء هو © فإن ‏ (8)8 2م - دي ش 

ا ونستنتج من () (00080ي8 +(0010©ية = 910-800 - 1/00 = 500 وبالتمويض فى (61) نجد : 


ملا و د بپ 
د ل ا ا 4 كر 0 2 ما د 


ةي)0(١1)3(‎ + kx(A)*8(A) 


H 


(2)020[8)2؟١(2)ه‏ + 1] + (A) = -92)00١/)0(‏ 
31 نستنتج من (111) 9©)8(١72)8(.‏ -(5)08 = (8)ه وإذاعوضناعن (7:)3 و (2):/ فإننا نمحجد : 


(A) = ]1+ وي)00١؟ج)0(0[/)0(‎ + (()وو - (0)رو-]‎ - ؟)0(١وم)(«‎ ١ (8)0[(()و؟‎ 
h{(A)‘f(A) + kg(\)°8(A) 


| وإذا تابعنا فإننا نمجد فى الهاية : 
r{A) = h(A)*f(A) + ks(\)*8(A) 0‏ 
) أى :0م١500‏ + 500١700‏ - لم ١رميمتت‏ + N°‏ = )0 = (()4كا هو مطلوب . 
بتر ك برهان أن  )۸(‏ وحيد كتمرين . 
م - أوجد القامم المشترك الأعظم (3) 4 ل : 
fA) = 3F +7 +11۸ +6‏ عط 2+م- تم 2+ م = EN)‏ 
ْ ا وعبر عن  )۸(‏ بالشكل الممطى فى النظرية 117 . 
0 0 نجدعل التوالى : 
(i) 1‏ © جح + تله + fA = (3+180) + O°‏ 


)1( (10 +7۸ + ) + (4 +6۸ + 4 + ۸ (2 --۸) = (0)م 
(iii)‏ )17۸+34( + )7+10+ ()3-\( = 6+4 +42 + 





و 


X + 72 + 10 (۸ + (11+ 34( (iv) 5 


ا ان القاسم المشتر ك الأعظر هو : 2-2( 34 -ب.1/,,)173 


0 نستنتج من (111) أن 
۰ ظ (78+10+ 0-3()2 - (42+63+4+م) = 34 + 1۸ 
0 
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لنعوض عن 73.4-10-ل32 من (1) 
(A - 3)]g)۸( - )- 2X + 4× + 6۸+ 4([‏ -(42+608+4+م) 2 = 34 + 1A‏ 
(A - 3(8)‏ - )4 +6 + 4 + )7 + 5 - 2) ) 
و لتعوض عن 6۸-4+4 ۸+4۸2 من (1) 


1132 + 34 = (F-5 +7) + (3¥ + 14 - 172 - 480( 


e أ‎ 
: ى‎ 
'« + 2 بے‎ - 5 +70 f)( + 1 )-3( + 14# - 17۸ - 4)*8(A) 


۾ - برهن أنه إذا كان القاسم المشترك الأعظل لكثير الحدود (3) ث/ر من الدرجة م > 0 وكثير الحدود (3)يم من 
الدرجة 0>7# لايساوى الواحد فإنه يوجد كثيرا حدود لايساويان صفر كثيرات الدود » (2) درجته أقل من 8/ 
و (3) 68 درجتسداقل من # محيث يكون : 


ه)0٠١/)2(‎ + 5)2(٠١مي)0(‎ - 0 (a) 

والمكس بالعكس . ) 
لنغرض أن 1 عب  )2(‏ هو القامم المشترك الأعظر ل (3)/ر و () £ 
فيكون 


400١10‏ ع لمر /ر 0م١400‏ - 0م 
حيث (۸) ر من درجة أقل من # و (32) بم من درجة أقل من »م 


. الآن‎ 
g(A) f(A) = g(A‘°dA)* f(A) = &(A° f(A) 


8(0 ° f(A) + [-f(M °8] = o 


أى إذا أعذنا ().ع = (0 ه و (0 f‏ > (3) 8 فإننا نحصل على (©). 
على المكس ٠‏ لنفرض أن () / و (3)اج يكونان أوليين نسياً وأن (ه) ححيحة . ينتج e‏ ۲۷ آنه 
یوجد کثیرا حدود () ۸ و () م عیث یکون : 
AA) ‘f(A) + K(A)*8(A) = 1‏ 
وهكذا » باستخدام ( © ) نستنتج أن : 
(د)ع «(A)-A(A)*f(A) + (A) -k(A)°‏ - ()ه 
-b(A)-R(A)°*8(A) + (A) ‘k(A)°8(A)‏ = 
وأن (0 جم يقم () ۾ . ولكن هذا الأمر مستحيل . عل ذلك إذا كانت الملاقة (4) محققة فإنه لابمكن أن 
يكون (0© كرو (2) ج أوليين نسبياً . 
ه - برهن أنه بمكن كتابة كل كثير حدود غير صفری (۸) ار من [۸] ۶ بالشکل اتال : 
(0)سو .:. (0)و؟١4)00؟.»‏ = fA)‏ 


حیث 0 کح e‏ ثابت و (۸)ري کر حدود واحدى غير قابل للاختزال ىق [2] / 


fA) = anf © 
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حيث بت المعامل المتقدم فى () ۶ . إذا كان (3) ور غير قابل للاختزال فإن ( 1 ) يحقق شروط هذه النظرية 
وإذا كان غير ذلك فإنه يوجد نحليل من الشكل : 
f(A) = ap ‘8(A) ‘h(A) ) ٠ (ii)‏ 

إذا كان كل من (2) بي و (3) # غير قابل للاختزال ء فإن (41) بحقق شروط النظرية . إذا كان خلاف ذلك 
فإن تحليلا جديداً يقود إلى مجموعة عوامل واحدية غير قابلة للاختز ال .. 

لر هان الواحدية نفرض أن : 

ay, ‘Pı(A)*PZX(A) ... ps) , ءهري٠ (03)وو‎ ١ (0)و ... (()وو‎ 

تحليلان فہما ۶ < 8 . بما أن (9:)3 يقسم .(0).م ... (2)م٠(0):م‏ فإنه يحب أن يقسم واحداً من (0)رم الذى . بتغيير 
ارقم » مكن اعتباره (۸) وص . بما أن (3) رم واحدى وغير قابل للاشتزال فإن (0) رم ح (32) يي وهكذا نجد 
أن (420 يقسم (()ىم ... (()مم١(0)هم‏ > وبعد أن نكرر ماقلناه سابقاً » نجد أن (82)3-(42)2 ونجد فى اللهاية أن 
(()رم ع-(0)رب لقم عم وأن .1 - (0)يم ...(0)ويمم١(8)‏ رهجم ما أن المساواة الأخيرة ' 
مستحيلة فإن ىحدم وبذلك تكون قد برهنا الوحدانية . 


مسائل اضافية 
١‏ - أعط مثالا تكون فيه درجة (3)ع-00(4)/ أقل من درجة (3)لثر أو درجة (0) ثم 
۷ - برهن النظرية 111 . 
م - برهن أنه إذا قسم (0) كر كلا من (0 چ و (0 #۸ فإنه يقم (۸0 + (0 8 
و - أوجد شرطاً لازما وكافياً لكى يكون كل من كثيرى الحدود غير الصفرين . 0) مو )يج من [02] F‏ 


قامما للآخسر . 
٠‏ ع عير لكل ما يل عن القاسم المشتر ك الأعظم بالشكل الوارد فى النظرية ۷ : 
(1) و -28 +3-22 -*ز ع 0م 2212-62-42 +ث235-2 - (()/ 
(ب) 2-3 - 22 - A‏ = 00م .6 + 7-11 -1°-؟A‏ = N‏ 
fM = 2+ 5*+ 4-A + 1,  g(A) = A+ 22+ 2۸ + 1 )+(‏ 
(د) 2+2 (N = 3“ 4+۸ - 5+6, g0) = A+‏ 
الحواب : 
0 (م0)ع 1 +222) 1 + 2/00 -0 4- - 2م 
(ب) (02+508+5(6)0 ل + A+)‏ د ع 2-3 
2 (9(8 +2 - 22-9( چ + )54+410 - 8+1 
_2 3ع 1 1ل 2 
(د) (()ع (45 +552 - “442 + "157 )د + (508+20/00) وج :1 


8/1 برهن النظرية‎ - ١١ 


إرشاد : أفرص (2) 4 القام المشترك الأعظم لد () عرو (0) ج فيكون 80 .(4)00 - (0)ج وينتج 
عن ذاك أنه إما أن یکون (3) 4 أو (2) 8 ثابتا . 











الفصل الثانى والعشرون : كقرات الحدود على حقل ظ 1" 


۳ - برهن النظريتين 11 و 7111 . 

. © )3( برهن إذا كان (3) ث/ر أوليا نسبياً مع (0) جم ويقمم (0)0 .(08)م فإنه يقسم‎ - ١ 

4 - إن المضاعف المشترك الأصغر ل () “رو (2) جم هو كثير حدود واحدى ويكون مضاعفاً لكل من (3) / 
و (۸) ج وتكون درجته أصغر مابمكن . أوجد القاسم المشترك الأعظم ( ق . م .ع . )و المضاعف المشترك الأصفر ‏ 
(م.م. ص) لكل من : 


)0( 1-هم د يم .0-1 
(ب) (0+10+270-3) - (0)م .)2 (A-1(A+1(A+‏ 


f(۸) 
f(۸) 


المحواب : (|) ق.م.ع» :۸-1 وم.م.ص - (02-1(02+8+1) 
(ب) ق.م.ع= ;(۸+1()0+2) وم.م.صض= A-0 +17)A+ 2 A-3)‏ 


2 
2 لیکن‎ - ٠۵ 
1 


يح م يح 


1 
2| = #4 برهن : 
2 


)1( 2-5و-#:ة-شرع صمي 2 0= 4-3۴-94 = )$4 
(ب) 0 ع (4) :8 حيث 2 .40-5 22 - (()” 


- أى خاصة من خواص الحقلليست محققة من قبل نطاق كثير ات الحدود ؟ 
١8‏ - ثقول عن العدد م إنه جذر لكثير الحدود (3) ثر إذا كان 0--(©)ث/ر برهن أن العدد © جفر ل (00)/ إذا 
كان ( وإذا كان فقط ) ( »س3 ) عاملا من عوامل (2) ثر . 


۱۸ - نفرض أن (0ع #(م0 > (0 ۶ ١(‏ )برهن أن م جنر ذو تعدادية ( 6-1 ) لد 09 ۶٣‏ . 
(ب) برهن أن م جنر ذو تمدادية #>1 ! (0) ۶ فيا إذا كان ( وإذا كان فقط ) 6 جذراً لكل (0 /و (0) “/ 


9 - لتأخذ (8) “رو (2) ج غير ممدومين سوياء فى  ]2[‏ ولنفرضى أن قاسمهما المشترك الأعظر (3) 4 . 
ولنفرض أن ل أى حقل يحوى ۴ . برهن أنه إذا كان (3) 2 القاسم المشترك الأعنم ل (0 “رو 0) مم 
باعتبار ها ى []× › فإنذ [4]3 ع- [2]3 . | 

d(A) = A(A)* f(A) + k(۸) * g (A). f(A) = s(A)°* D(A). &() = £(^)° 2)^). إرشاد : لنفرض‎ 

D(A) = e(A)*d(A). و‎ 

٠‏ - برهن أن مصفوفة مربعة 4 من الدرجة 5 تكون نظامية إذا كان من الممكن التعبير عن “4م ككثير حدود 


5 5-1 
هږوه + 4مه‎ + ... + a14 + aol 


فى 4 . 








المفصل الثاك والعسشرونت 


المصفوفات لا مبدا 


تعاريف . 
لیکن [.2] ۶ نطاق كثير ات الحدود المكونة من كل كثيرات الحدود ى A‏ ذات المعاملات المنعمية إلى F‏ ةا 
اقغير صفرية ذات الدر جة 7 ×71 والمعرفة على ۴ . 


41(A) @2(A) ... (()يريه‎ 
40 = [ajo = 0 aaa .. anl (23.1( 
(1)8جه‎ @agڊ(\)‎ ... aan(۸) 


تكن م أعل درجة ل 3 فى كثيرات الحدود (3) © الواردة فى (23.1) بمكن كتابة (03) 4 ككثير حهوده 
من الدرجة م بالنسبة ل .1 معاملاته مصفوفات نسميه كثير حدود مصفوق . 


A41۸ + Ao )23.2(‏ + ... + “7 م4 + ريك - (40 
حيث إل مصفوفة معر قة عل “م من الدر جة ۸× ۸ | 
ا | 5+ 3+ ۸+2 J +A۸+1‏ 
۱ . إن : 5 
مثال 1 8-7 ۰ )4(۸ 


1 “| ٠ : E 186 3 : 

مصفوفة 2 أو كثير حدود مصغوق من الدر جة الرابعة 
إذا كانت () ۸4 مصفوفة مربعة من الدرجة 8# . فإنها توصف بأنها شاذة أوغير شاذة حسبا يكون | (3) 4| 
TEE‏ غير مساو للصفر . وتوصف (۸) 4 فوق ذلك بأنها غير معتلة أو معتلة حسيا يكون و4 غير شاذة أو شاذة . إن 


كثير الحدود الوارد فق المثال ١‏ 3 غير شاذ و معتل 7 
العملدات على مصفوفات لا مبدا : 
لتكن مصفوفتا لا مبدأ المربمتان ومن الدرجة ‏ أو كثير الحدود المصفوفتين على (3) / : 


(23.3) م4 + 4۸ + ...+ ف 
رم 


BA) = B, ۸1 + Bq- A ^ +... + B,\ + Bo )23.4( 


2 _ 
يك + ۸و4 = A)‏ 


نقول عن المصفوفعين (23.3)ر(23.4)إجما متساويتان » (.8)3-(3) لداعل شر طوس وزو قاس دلقم (م .)i=0,1,2,...‏ 
إن المجحموع (8)3 + (3) 4 ل (0) © 7 تنتج من جمع كل عنصرين متناظرین من ممفوفی ۸ 
المفرو ضتين . 





5 
e‏ 
ا 
2 
4 
7 
r,‏ 
2 
لق 
0 
0 
ا 
e‏ 
12 
: 
0 
نا 
0 
E:‏ 
E:‏ 
ا 
3 
3 
ا 





الفصل الثاقث والمشرون : المصفوفات لا مبداً 0 ef‏ 


اا ل يي ص 


إن حاصل الضرب (2) 8 . (2) 4 هو مصفوفة لامبدا أو كثير حدود مصفوق لاتزيد درجته عن 4 + 2. 
إذا كان أى من (3) 4 أو (۸) 8 غير شاذ فإن درجة (۸) 8 .(2) 4 و (2) 0(.4) 8 تاوى 14م 
بالضبط . آ 
لا تتغير المساواة ‏ (23.3) عندما نستعيض عن ۸ بعدد أخر # من ۴ . 

فلو فرضنا مغلا م = 2۸ لى (23.3) فإنتا جد : 

4): عه‎ BF EAE seks 

ولكننا » لو أحلنا 2 بمصفوفة ©) مريعمة من الدرجة م فإنه من الممكن أن نحصل على نتيجتين محتلفتين 

ويرجع ذلك لأنه » ى الالة العامة » لا تكون مصفو فتين مر بعتين تبديليتين . تقسمى بالتعريف . 


Ap(C) = AyCP + ريك‎ 2274 + + AC + Ao )23.5( 


م 


و 


CA, + Ao )23.6(‏ + ...+ ع + A, (C) = CA,‏ 
وعلى الير تيب القيمة الدالية الى و القيمة الدالية اليسرى ! (3) 4 . 


Ol 2 ]0 1 0 11 . . 5‏ 1 ۸+1 2م 2 1 
مثال ۲ :+ لفرض : | | دا ا كك ل ا | e»‏ 
فيكون [15 10 1 oll 2, [O Nf 2 , o‏ 
o 3 -2 2 14 26‏ 1 4 1113 
12 9| _ د 0 ]| 1 م21 1] , 0 2/1 1 

4| lo 1 3 4l j1 o -2 21 i 2 


القسهة ه: سئبر هن ف المسآلة ؟ : | ۰ 
1. إذاكان (2) 4 و (۸) 8 كشيرا الحدود الممرفين فى (23.3) و (23.4) وإذا كانت و8 
مصفوفة غير ثشاذة » فإنه يوجد بشكل وحيد أربع كثير ات حدود مصغوفية 0M, RO) : ©0), R2Q)‏ 
بحيث يكون كل من (3) ,8 و (3) و إما صفرا أو من درجة أقل من درجة (3) 8 وبحيث يتحقق مايل : 
@1(A)* B(A) + Rı(۸) (23,7)‏ 


و 


8000١ 02)02( + 82)0( )23.8( 


AR(C) 


1 
ا 


(6) 47 أنظر المسألة ١‏ 


م 


4(۸) 


4(۸) 


إذا کان 0= (3) R,‏ فإن (3) 8 يدعى قاسما من اليمين ل (۸) 4 وإذاکان 0 - (42)3 فان (3) 8 
يدعى قاسما من اليساو ل )2( A‏ 


X +1 1 كم‎ +22+28-1 N+ +A+2 
B(A) = 4 مثال ۴ : إذاكان ا‎ 
1 )م‎ | 2-۸ 22 + 2۸ 


X-1 A-1 +1 1 2۸ 2۸+3 ٠ ن‎ 
40M = ت‎ ‘8 : 


ْ 2+1 1 ثم‎ ۸+1 
40( = - 8 
5 ١ ۸ A في‎ 00١ 2200 





1.6 الفصل الثالث والعشرون : المصفوفات لا مبدا 
ويكون هنا (2) 8 قاسما من اليسار ل (2) ۸4 
أنظر المسألة م 
يسمى كثير الحدود المصفوى ذاالشكل : ظ 
BA) = by ‘ly + bq, ‘ly + ... + bA ‘ly * bolg = b()*I, (23.9)‏ 
بأنه عددى . إن كثير الحدود المصفوق المددى ي/. (2) 8 --.(3) 8 تبديل مع كل كثير حدود مصفوق 
مر بع من ألدر جة 8م . 
فى (23.7) و (23.8) إذاكان /.(6)3-(2) 8 فإن : 


AA) = @1(\)*B(\) + Rı(A) = 8)0(١01)0( + /:)0( (23.10( 


مثال ؟ . 


1 ۸+1 22+22 
a‏ أن = 1 1 > گے ن 7 
لتفتر ض ل 2-1 | (۸4)۵ د .۸+2(1) = (8)۸ فيكو 


1- 0 0 1112+2 م 
AA) = ٠ 8‏ 
0,(A)* B(A) + R1(\)‏ 4 ' + ل 5 (A)‏ 
A+2 0 ۸ 1 0 -1‏ 
A(A) = + :‏ 
3 2 21[2-2+م ‏ 0 


إذاکان 0 = (۸) ,۸ف (23.10)فإن (0,)۸ 6)۸(۰1۰ = (۸)۸ ريكون لدينا 


[1. یقبل كثير حدود مصفوق [(2)32,©] = (3) 4 من الدرجة # القسمة على كثير حدود مصفوق 
عددی] ۰ (5)۸ = (8)۸ إذاکان (وإذا فقط )كل واحد من (2) © يقبل القسمة على (3) 6 


8)0(١ 04)8( + 814) 


رش 
1 


نظرية الباقى : 


لتكن (۸) 4 مصفوفة 1 الواردة فى (23-3) ولنفرضص أن [ر,6] = 8 مصفوفة مربعة من الدرجة « معرفة على 
. مما أن8 - / 3 غير شاذة فإنه مكنها أن نكتب : 


AA) = @1(۸)°*(A1-B) + R, )23.11( 


1 


و 

AA) = )07- 8(١0ي)0(‎ + و8‎ )23.12( 

حيث ,۸ و ۸ خاليامن ۸ بمكن أن نبين : 

.TH‏ إذا قسم كثير الحدرد المصفوقىي (4)3 الواردق (23.3) على 8 -/4 23 حيث إين5] - 8 مصفوفة 
مر بعة من الدر جة / ٠‏ حى حصل على الباقيين يك وا وك الحاليتين من ۸ » فانه پکون : 


1 


BP “+... + A,B + Ao 


Ap(B) = A,B? + 4 


Rı 2 1-م‎ 


1 


+ ... + BA, + Ao 


1-م م 
و + 4 8 


Ra 5 Ar (B) 


3 E E x la ا‎ LC حب و ال ی‎ : 








الفصل الثالث والعشرون : المصفوفات لا مبدأ 6" 


مثال © : 
1 ۸+1 2م 2 8-1 
= و = II-B‏ 9 اه 
لثفر ضر ل ا )4)۸ 2 1 م فيكون: 
A-1 -2 10 15‏ 3 2+1 
A+4il -3 A-4 14 26‏ 4 
J‏ : 
A-1 -2112+1 3 9 12‏ 
1-B R‏ 2 
E DOA‏ ب 


من الخال ۲ نجد أن (8) م۸4 = ,۸ و (8) 4= ۸ وذلك متفق مع النظرية 111 . 


QA) * (AI -B) + R, 


4(۸) 


4)0( 


إذاكان . (() 4 كثير حدود مصفوق عددى 


A» = f01 = al + aq ° + < + e + a 
: فإن الباقيين الوار دين فى (23.11) و (23.12) يكونان متطابقتين أى‎ 
لمه + هيه + .ل + + 87إ_يه + كظيه ع و85 - يم‎ 


وجل : ْ 

۷. إذا قم كثير حدود مصفوق عددى ي2(.1) ثم على 8 - ,4 3 حى نحصل على باق القسمة ۸ خاليا 
من .3 فإنه يكون (8) “رح 2 

كنتيجة لما تقدم نجد: 

۷. يقبل كثير حدود مصفوق عددى ي,0(.1) ثر القسمة على 8 - ,1 3 إذاكان ( وإذاكان نقط ) 0 - (8) / 
نظرية كايلى ‏ هاميلتون : 

اعتبر المصفوفة المربعة [ر©] = 4م ذات الدرجة مم . الذى تكون ۸1-۸4 مصفوفته المميزة 
د 0ح [إمسمة | = (2) م معادلته المميزة . نستنتج من (6.2) أن 

01-4٠١ 201)21-4( - ٠7 
: وهكذا نجد أن #/.(3) © قابل القسمة على 4 -7 .3 ونستنتج من النظرية 7 . أن 0 = (4م) © أى‎ 
٠ )4( -> 0 كل مصفوفة مربعة [زه] = 4 نحقق معادلها المميزة‎ .1 


مثال ‏ : 
2 
إن المادلة المميزة ل |1 3 1| = 4هر .0--25-782+1184-5. الآن 
2 1 
31 62 32 6 12 7 
Û31 63 31‏ = 4° 6 13 6| = 4 
و |32 62 31 7 12 6 
0 0 1 6 12 7 31 62 32 
31l - 76 13 6| + 1111 3 1Î - 5o0 1 Oj = 0‏ 63 31 
1 0 0 2 7 12 6 32 62 31 


أنظر المسألة 6 


ا 0 5 90 ا 
re A r a LAS o gt Frac: TA PF Rd <‏ ضف دوه 


SIFET 


الدع انه 
عار ینس جرت ی 


r 


خنع اجون 1 ت مه مم 2م وجل بار 
1 . 0 


م اس 
ويناس E E‏ 
د واه دوحج القن ده 


1 
E‏ 
لدأ 
1 
1 
5 
ا 








٦ء‏ الفصق اثثالث والمشرون : اكصفوفات لا مبدا 


مسائل اضافية 


۸ ۸+۸ ) 11- 1 
ا 6- = ٠.‏ 5 سے € 3 


ل 1° °60 e a4‏ 
]ل مال نا *ل مالم - م 

bab ALI Ed 

e< UCT 1 > 1 


؟-برهن أنه إذا كانت (2) 4 و (32) 8 مصفوفتى لامبدا الواردتين فى (32.3) و (23.4) وإذاکانت پ8 
مصفوفة غير شاذة فإنه يوجد أربع كثير أت حدود مصفوفية وحيدة: (8200 و (2002© : )( 0ı O), Rı‏ 
حيث كل من (۸,)۸ و (۸)ر۸ إما أن يكون صفرا أو من درجة أقل من درجة (۸) 8 وعيث يكون : 
A(A) = 0:0١ 8)0( + 0) (1)‏ 


و 


4)2( > 8)0(١0و)8(‎ + R2(۸) (ii) 
إذاكان م<ب فإن () تتحقق ل 0=( ,© و (۸,)۸(=4)2۸ لنفرض آن م45 فيكون:‎ 
) 4) - وك‎ Bq B(A)AP 7 ؟‎ = €۸) 
. ۲ - ] إما أن يساوى الصفر أو أن يكون من درجة لا تزيدعن‎ ٥ )( حيث‎ 
إذاكان (0) © صفرا أو من درجة تقل عن ي فإننا جد () مم‎ 
Rı(A) = C(۸) سر وك = )00 و‎ 
: إذاكان ... + ”68 - (6)0 حيث > لنکون‎ 


© 


01 b- و‎ 5- _ 
AM - A,B BAA 1 - 6,8800857 = D0) 
إذاكان (2)0 إماصفرا أو من درجة أقل من 4 فإننا جد () مع‎ 
5 5 -192- -1 5 - 
RIA) = DA) ı QAM = A,B, 72-9 + C4 B4 79 


أما خلاف هذاء فإننا نتابم هذا العملية . ما أن هذا سيؤدى إلى متوالية من كشرات الحدود المصفوفية 
متناقصة الدرجة ٠٠٠‏ (۸) 2 ,(۸) € فإننا سنصل ف الباية إلى كثير حدود مصفوق إما أن يكون معدوماً 


أو من درجة أدنى من ي وتحصل على (3) 


لكى نحصل عل (1) نبدأ من 


ت 3 : 
2-8 يك م 8)0(8 - )40 











الفصل الثالث والعشرون : الحصفوفات 7 مبدا VN‏ 


نترك إبمام البر هان وإثبات الوحدانية كتمرين للقارىء . 
أنظر المسألة ١‏ من الفصل؟؟ 


1 2-ثم .1- 2+“ ' ال ج يزو ثرت 2 
- إذا أعطيت = )۸40 5 
؟-إذا لست | ات a‏ 0 0 0 


أوجد المصفوفات ‏ ,(22)08 ,(02)0 :)۸)۵ ,):9 


بحيث يكون 00000١800 + 8:00 )1١(‏ - 400 )ب( BOA)°Q2() + R2)‏ = )40 
كاى المألة ؟ . 


لديا : 
1 1 0 0 ْ 0 1 1 1 0 0 


1- 0 1 1 اك 2 . 
5 3 ا وق ا 1 > BZ1‏ 
1 1- :]2 1 


(1) لتحسب مايل : 


4)3( - م ع 80002 *و8يك4‎ 7 1 £ 1 5 8 - 6) 
1 1 0 1 [1 
CA) - CsB2 BAJA = |? رعر|ة‎ |-10 3 ۸ + = D0) ) 
3 1 -6 2 و‎ 
5 _ 1-6 5 f-13 3 -6A-13 5A+3 
E 0 ا م م چ‎ 2 9 0 = R@ 
01 00 ع‎ (A44۸ + C3۸ + (و10‎ Ba | 2 ١ ١ ل‎ 


۸+4۸+4 X+5\+6 
0 2۸+ 4 32 + 5 


(ب) لنحسب ما پل : ١‏ 
_ 1 1 - 0 ري ]ه0 1| 1l,‏ 2 
) 1- 1- 2 6 دا 21 
F(A)‏ = ا | + ١‏ ع + 1 | 
: هدم ۸+8 4 8 ظ 1 0 
~A + 5‏ ` + 3 5 1- 
R>)‏ = | 0 م + ١‏ | 0 و “و8 (()8 - F(A)‏ 


. 4A) - BAB? 1 4 


E(\) - B(A) B2 Eg\ 








و لكي ا ا ب 


يع یھ و چ ی و ا 


ARG en 


۸4 ) الفصل اثثاقث والعشرون : امصفوفات لا مبدا 


N = BZ (44) + Eg\ + F . |* فتجد ا 4 0 م‎ 
02)8( 2 (44 3 2( i ظ و‎ 


4١ + 4 2۸+2‏ + ثم 
3+5 6۸+9+\ 


2 1 1 
ه - إذا أعطيت 1 1 3 = 4 استخدم حقيقة أن A‏ تحقق معادلها المميزة لساب ۸47 . *4 وكذاك 
1 3 2 


ما أن 4 غير شاذة لحساب '-هم و 4-2 


2 1- 8-1 
م - 32-72-11 - ثم ع |1 AI-4| = Û -3 A-1‏ 
۸-1 3 2- 
وهكذا حه : 
29 31 42 0 0 1 2 1 1 85 8 8 
ره وه 46 - |0 1 110+ |1 1 73+ |8 7 |3 - 4+117؟+ 34 - 4 
42 45 53 1 0 0 1 3 2 8 8 13 
144 160 193 2 1 1 5 8 8 29 31 42 : 
a1 +7 |8 7 8| + 1|3 1 1| = 224 177 0‏ 39 3|456 = 114+ 34+74 = 4 
193 224 212 1 3 2 8 8 13 42 45 53 
3 2 3 
وسن ,4+ 34- 74- = 117 مإن: 
5 8 8 2 1 1 0 0 1 
8 7 8 ]+ |11 وأة- أه1 ومو - 45+ي4ةو_رماط > a^‏ 
8 8 13 1 3 2 1 0 0 ا 
٠‏ 
الك - 
I ©‏ 
2- 1- 71 
2 1 1 6 0 1 1- 5 2- 
1 1 1113 + أه 1 8310 - |5 3- 7-1 3 = }31+4- 4°{ = ?4 
231 1 0 0 2 1- 71 11 
2 24- 8- 
کر ےا لم ے“ 
4- 1- 0ي افر = 


و لتكن ووأ.... ,4,۸2 الق الحاصة لمصفوفة مربعة 4 من الدرجة م وأن ()»م كثير حدود فى بر من الدرجة ثم . 
برهن أن .(ي,8)082(...5)8 2810١‏ > |(4)ة| 


إن لدينا . 
(6 ي0-200-229...08-2 ع |4-نذا| 
لنفر ض ظ 
01( (* - و8)...(× - ج5) ( - وى) 6 = h(x)‏ 
فلح : 

h(A) = e)s1 -4()s1 -4(:..)sو1-4(‎ 





الفصل الثالث والعشرون : 





المصفوفات لا مبدا 


0 (e (sp -۸ 1)5 ~۸ 2( ا‎ 


.. e )s - (بوة - 52) (,,غ‎ 


وذقك باستخدام (11) ۰ 
مسسائل اضافية 


؟ - إذا أعطيت 0" 


4)0( + 8)0( 0 


A(A) - 8)0( 5‏ 
ما ٌ 0 
++ +ثر 


2 
B(A)* A4(A) = أ‎ 


۷ - إذا أعطيت ا 1 
1 


1- 
- (6)م4 ١00)م8‏ , 2 


دن 


5 
ا‎ 5 B,(C)° A,(C) = 


00A) - 0 








... |4 - نوع | ٠‏ |4 - ليوا 
... (ودوى)(0ل-وداء]أ 
‘{c(s2-A0(s2-A2) ..‏ 
[e(s1-A1(s2-A1) ..‏ 
EGR hE Nas‏ 
h(A) kh (A2) ...‏ 


1 
م 3 
1 (0)0 7 |1 


۸ -إذا كانت (۸) ۸4 و (2) 8 مصفوفى لاهبدا مريعتين من درجة # غير معتلتين ولنفرض أنهما عل الترتيب 
من الدرجة مر و ي . وإذا كانت (3) © أى مصفوفة لامبدا غير صفرية فبرهن أن درجة مصفوفسة حاصل ضراب 
هذه المصفوفات الثلاث بأَى ترتيب لاتقل عن ي + م. 


و- لكل زوج من المصفوفات (۸) 4 و )2( 8 الواردة أدناه » اوخ المصفوفات QA), Rı(A); Q4۸), R4۸)‏ 
الحققة العلاقتين (23.7) و (23.8) ۰ 


4ا 


بسسسسصداع 


ي 


Ls 


© 


د 


سه 


0 


.1 ) الفصل الثالث والعشرون : المصفوفات لا مبدا 


+2۸ ^1 ) ۸ ۸ 
4) = B() = ۱ 


+۸ ` 2+2+2 2-1  -1 
4)8( - B(N) = : 
4 الم‎ 1 ١ 9 5 22 (ب)‎ 
° - 2۸+1 ۸“+۸2 +7۸ - 2 5۸+ 2۸ + 4 
AQ) = [A*+3۸ - 3۸ -1 3۸+2۸ +2 4۸ + 6A +1 
2۸-۸ +2 ۸° + 2۸ ۸ +۸+8۸ - 4 
2 )+( 
1+م‎ 1 38-1 
BA) = | 22 ثم‎ 2+1 
۸-2 2۸ ۸ 
) 3۸* +۸7 -1 د‎ = K-21 R1 2+ 1 (د)‎ 
AN = |X ۸+1  A“+A2 +2 X۸ -1 B(\) = ۸\۸ +1 ۸+۸ ۸-2۸ 
۸+۸ 2+1  2۸“+۸-2 ۸ ۸-2 ۸+۸ -1 
الجواب.‎ 


C(‏ ° | = یم ^ إدرميو سعسه أ ٣‏ - جوويو سن 
e RE f‏ 2- اش ريون ا 
3 1~ 1+ 8-1- 2-1 - 

( ب) = )يع = R1 (A) = 0:; N‏ ت 
١ 108( 02) ۳ 1 2 7 1‏ ن ما )01 )( 


_|-2+1 ۸+3 7 -16۸+14 -6-3 -5+2 
(© Q0) = [A-1 3۸+5 -42 RA) = | -21۸+4 -2۸+3 ۸-s [(D 
2۸-3 ۸ 8١-6 52-7 10+33 1802-7 
۸-1 A 2م‎ 
0A) = A +1 ه١‎ 3 R4(\) = 0 
-1 2 A+1 
3۸+6۸ +31 3222-52-16 32-8 
(d) Q,(A) = ۸-3 ۸2-۸-1 AEA [ 
-2۸ -1 1 2 -2۸ -1 ظ‎ 
| 
81۸+ 46 -12۸ -16  -85( - 3 
Rı(A) = Î 4۸-1 15۸ - 9 12۸ - 5 ) (د‎ [ 
-9۸ - 8 -۸ 17A — 2 
3A +5A۸+31 A -A-4 2۸-4 +3 
Q2۸) = ۸-14 2 2ل‎ -2082+68--6 
-3( - 2 3 ' 22-28 -2 
712 +4 12-8 ل‎ +1 
82)00( 2 Î -26۸ - 30 11۸+6 40-4 


-15۸ - 0 2۸+4 16۸-16 








الفصق التافث والعشرون : الصفوفات لا مبداً 1؟ 


8)0(- 2-6 حيث‎ 8, )02( = AL (C) s Rı 0) = AR (C) نمحقق فى (ب) من المسألة وأن‎ ٠ 


ا 1 +38 1+ ۸7 ^ ۸+2 
١‏ -إذاكان 8009 8 
ب" 00 تن ل 0 9 


4)۸) = 8)۸(° €)۸( : احسب‎ )١( 
۸4)۸( = ©)۸(* 8)۸( + ۸)۸(. (ب) ا 00( 0 و (۸) ۸ من در جة لا تزيد على الواحد عیٹ يکون‎ 


+5۸ -7A-1 A+ 3۸+5۸ +1 ۸+4 ۸+3 -9۸+1 4-91. الراب‎ 
13 2 : 3 12 5 B(A) + 2 
A. - 5A +11۸ -10 AF -۸- 3| +2 ۸-6 A-1 13۸ - 6 9۸ + 10| 


٢‏ - إذا علمت : = ۸4 فاحسب كاقى المسألة ؛ 


81 21 


۴ - برهن أنه إذا كانت 4 و 8 مصفوفتين متشامتين وكان (0) جع لی کشر حدود عددى فإن (4) يم 
و (8) چ يكونان متشاہین 
إرشاد : برهن أو لا أن 4# و “24 متشا تان لأى عدد یح موجب ۸K‏ . 

4 - برهن أنه إذاكان (ي8 .... .82 .136)81ك - 8 ركان (۸) چ آی کشر حدود عددی فإن 

diag (g(Bڊ). g(B2). .... g(B4))‏ = (8)م 

. [11 برهن ألنظرية‎ - ٠ 
4 )( - إرشاد : حقق أن 1-8 ۸ يقم (8) م4‎ 

5 - نقول عن المصفوفة ' © إلا جذر لكثير الحدود المصفوق العددى (0) 8 الوارد ى (23.9) فيا 
إذا كان 0 = ©) 8 . برهن أن المصفوفة © تكون جذراً ل (2) 8 فما إذا كانت ( وإذا كانتفقط ) المصفوفة 
المميزة ل ) تقسم )%( B‏ . 

۷ د يرهن أنه إذا كانت ....A‏ .1.۸2 الق الخاصة ل 4 وإذا كان F (A)‏ أى کشر حدو د عددی ف 4 ¢ فان الق 
الخاصة ل (4) كر ههى ‏ .(,0)/ ...:.(3106/)82)]/ 
إرشاد : اكتب : (2 - جية) ... (عد - هنة) (2 - ند ) © = (92)] - ۸ حيٹ يكون 


4د ...|xgl‏ |4 -لك| "lel - 4| ١‏ - |(4), - نذ| 


1 -1 
4 - ]2 3 
1 1 


x1 - 4| = (x; -۸1 (j-۸2)... - ^) الآن استعمل الملاقتين‎ 
cC (x1 ~A) (2-۸7)... (xg ۸) zz 8-0 و‎ 


o 


دم 3 


ات او الق الحاصة ل ,24+3- f(A) = A‏ إذا علمت أن | 


وو - أو جد النظرية الخاصة بالمسألة ه كثتيجة طبيعية المسألة 1۷ . 











e 


E Pai e kk‏ لقي نج E‏ ل FET TTR Û‏ ل 
جلا a LR Le Ti al ai a a‏ فتبا الي ا ا ا 1 71 e E lia LSER GUN 1a‏ 


يجبي 


دبج 


لها لبتي شرج نه FERRO FUG‏ 


ته ب 


00 


3 در 222 تبي ا :حي و 2 32 
rr‏ مسو سيو سو من وى ابا ا ا ا IASI SCAT‏ تا نان يق تي OE inh ARLE Lh Ea E‏ 


ندچ 


تت 


N gS 3 ...ابن ين بيب جم ب اجرب :بجحب ني‎ FF YF 3 Pia ua 
Kh Bh FF AIT ااا‎ i au ih ١ لو اصن اياي ار‎ 1 area hesh الا‎ 


eris nk e E YF a ج مع من‎ 
ل و ان لما‎ a n 


امدء ست د لس ا دن 
e‏ ا پو جو ر 


ا ی عا 
اا "uri‏ 


TT 5 
a ii a سي ني‎ 





alay siqa i: rar rari sre ce ae i. e 


لمعيه 


ھک ی 


تت 


TE ARE MEK‏ شبن رج حوري عدن eee‏ ارج لي 


ےم ایی :ج جوج بے نز 0 
SIESTA,‏ او شل مر لان ايو LANE mn‏ 


مجعم فخي مأو a E‏ 


چچ 


نوات لج چ چ وید ن نه 


11" النصق اثثافث والعشرون : المصفوفات لا مبدا 





٠‏ - برهن أنه إذا كان + متجها لامتغيرا لمصفوفة المسألة ۷ر ۸4 ع فإن ل يكون متجها 
لاسغيرال (4) /. ٠‏ 


۲۱ - لنفرضص [(ع)زږه] = (4)8 حيث (4) ,ركه كثير حدود حقيقى للمتغير الحقيقى 
1 0 1 1 2 3 4 2 

ig a الل‎ as | . [° le, ° 2, ٣ ا‎ 1 [ 1 .. 0 

0 4- 0 0 - 0 1 1 0 0 52 3ع ۾ ° 


و فاضل الطر ف الأخير كا لو كان کشر حدو د معاملاته ثابتة لاقتر اح التعريف : 


Qe 
٢ 
e 


به 4 | - 4 
| يوه 4 = ي 


: d 
© - (ب).214)01. حيث © عدد ثابت أو [ن»]‎ 714 + B(e}; )١( 


d df Ne 
4 (D. (2) g49’ BCD: (>) 


إرشاد : ف حالة (ج) اكت [معري»] - )€ = 8)0 4)۰ 


ف 7 
م فاضل 6 )6 نش = )ع ى حاله (ى) استممل العلاقة .1= (ء)1 4)47 ' 





القصل الايع والشرون 


شكل سميث النظامى 


بالتحو بات الآأولية : 
على المصفوفة لامبدا (۸) 4 على [۴]۸ فإننا نعى : 
)١(‏ المبادلة بين الصفين ذوى الرقين ¿ و تر ونرمز لذلك بالرمز رن ؛ البادلة بين العمودين ذوى الرقين ¡ و زر 
ونرمز له بالرمز رزگ . 
(0) ضرب الصف ذى الرتم # بثايت غير صفرى ۸K‏ ونرمز لذلك بالرمز )K(‏ ۴1 ضرب العمود ذى الرتم / 
بثابت. غير صفرى #6 ونرمز له بالشكل ٤ )K(‏ . 
. ()إضافة حاصل ضرب كثير حدود (2) رمن [3] / مع الصف رقم رز الصف رتم م ونرمز لذ كبالرمز 
Hy (f@)‏ ) 
إضافة حاصل ضرب العمود رتم ثر و (3) / إلى العمود رتم م ويرمز لذلك بالرمز ( (2) f‏ )ر 
إن هذه التحويلات هى التحويلات الأولية الواردة ف الفصل الخامس عدا التحويل . ( + ) حيث كلمة عددى قد ٠‏ 
تغيرت وأصبحت كثير حدود . سترمز التحويل الأولى والمصفوفة الأولية الى حصل عليها نتيجة لإجراء هذا 
التحويل الأولى على 7 بنفس الرمز . وهكذا فإنه يمكن إجراء تحويل صفوف على (۸) 4 بضربه من اليسار › 
مصفوفة مناسية 87 كا أنه يممكن إجراء تحويل أعمدة على (2) 4 بضربه من المين مصفوفة مناسبة م . 
تمشيا مع الفصل الخامس نجد : ) 
1. أن لكل مصفوفة أولية من [۴]2۸ معكوساً هو أيضا مصفوفة أولية من [3] 7 
1. إذا كان 0 عدم ع | (2) 4 | حيث ۸ من ۴ فإن (2) 4 يكون حاصل ضرب مصفوفات أولية . 
[11. لا تتغير رتبة مصفوقة ^ من خلال تحويلات أولية . ) 
نقول عن مصفوفتين 2 مربعتين ومن الدرجة م »> (۸) 4 و (۸) 8 عناصرهما من [3] »ء إنجما متكافتتين 
وما إذاوجد #1 #2١‏ ب و - (2)0 ر ع ا ...وا يك = )0(۸ ميث يكون 
BQO) = م000١‎ 4)80١00( )24.1(‏ 
وهكذا تحد 
„IV‏ ا A‏ من ألدر جة 1 MX‏ المتكافثة تكون ذات ر تبه واحدة 2 


المحموعة القانونية : 

سنبر هن فى المسألتين ١‏ و 5 مايل : 

. بفرض أن (3) 4 و (2) 8 مصفوفتين متكافتتين رتبتهما © فإن القاسم المغترك الأعظم لجميعم مصغرات 
(3) 4 المربعة من الدرجة ى حيث ى < م هو أيضا القاسم المشيرك الأعظم لجميع مصغرات (۸) 8 المر بءة من الدرجة ى . 





1٤‏ ) الفصل الرابع والعشرون : شكل سميث النظامى 


سنبرهن ف المسألة م : ) 
1 مكن اختز ال كل مصفوفة لا مبدا (۸) 4 من الرئبة م بواسطة تحويلات أولية إلى شكل سميث النظامى التالى : 


/4)8( 0 0 0 ... 0 


0 f(A) ... 0 ... 0 

NA) = 0 0 a. PD is 0 (24.2) 
0 0 
0 0 0 0 


حيث (۸) زګ كثير حدود واحدى ويقسم fgg AN (ETL Aa T1)‏ 
عندما تختزل مصفوفة لا مبدا (4) 4 من الرتبة م إلى (24.2) فإن القاس المشر ك الأعظم لكل المصغرات المربعة من الدر جة 
> ل (2) 4 حيث يى < م هو القاسم المشيرك الأعظم لكل المصغرات المربعة من الدرجة ى ل (0) N‏ وذلك 
استنادا إلى النظرية 7 . 

ما أن فى (2) لل كل (2) بكر يقسم (3) , بجر فإن القامم المشترك الأعظم لكل المصغرات المربعة من الدرجة 
ى ل (0) 787 وبالتالى ل (48) 4 هو : 


(sS > 1, 2,...,0( )24.3(‏ ,لول /4)00١/2)8(١...١‏ - (0وم 
لنفرض أن (۸) 4 قد اختزل إلى 

NO) = diag (f(M, fo(M, ..., ff(N, 0, ..., 0) ر‎ 
: و!‎ 


Nı(A) = diag (hı(M, h2(\), ..., ,لل)رة‎ 0, ..., 0( 


ننجدمن (24.3) ) 
82)820١ ...* 2.)0(‏ ١00)ية‏ = (0)م/ ١...١00)م/‏ ١٠00م‏ - (0)وم 


والآن (82)8 *(4)8:ث > g1(A) = f(A) = h1(\), &82() = f (۸)° f(۸)‏ حیٹ يكون :... ,(۸2)۸ = (۸)ر/ » 
بصورة عامة إذا عرفنا 1 = (۸) مع فإن : 
(24.4) ...1,2 ع ى) 2 ,هليم > 8Eg(N/8g_40) = f(0‏ 
وحجد: ) 


1. تتعين المصفوفة (0) لك المعرفة ى (24.2) بشكل وحيد من المصفوفة المغطية (4) 4 . 

وهكذا فإن مصفوفات سميت النظامية تكون مجموعة قانونية بالنسبة للتكافو على 131]” . 
مثال  : ١‏ 

3 +8 1[ +8 2 +م 
اعتير 2+3+۸ AN = JP +2+4۸ FP+N+4‏ 
X+3A۸+2 XA +2۸+1 3+6۸+3 )‏ 

إن من الواضح أن القاسم المشتر ك الأعظم للمصغرات ذات الصف الواحد (عناصر ) من (9) 4 هو 1= () ,ج وأن 
القامم المشتر ك الأعظم المصغرات ذات الصفين من (.3) 4 هو 2 = (۸) رچ وأن ١+2.‏ - 214000 (100ج . وهكذا 
جد من (24.2) أن : 


f1) = g(A) = 1, f2(A) = go(A/g1(A) = A, (ل)وع/(00)وع - (0)و/‎ - ۸+۸ 











الفصل الرابع والعشرون : شكل سميث النظامى 11e‏ 


ااا الفصل ارايم ويون ٠‏ ل ا س 


وأن شكل سميث النظامی ل (2) 4 هو : 


ولاختزال آحر أنظر المسألة ¢ : 


الفوامل اللا متغيرة : 
تسمى كثير ات الحدرد (0)س ,:.. ,(0)/ .(2)2/ الواقعة فى قطر شكل سميث النظادى ل (3) ۸4 عوامل لامتغيرة 


د (۸) 4 . إذا كان 1 - (0) كر حيث < م فإن 1 - (0)ي/ - ,.. - (20/ - (1)0/ وتسمى كل واحد 
امن كشدر ات المدود هذه عاملا لا متغير تافهاً . 


كنتيجة للنظرية 711 حجد: 

11 . تكون مصفوفتا .32 المر بعتين من الدرجة ‏ والمعرفة على [.23] / متكافتتين على [.2] 7# ذما إذا كان ( وإذا 
كان فقط ) ما نفس العوامل اللامتغيرة . ٠‏ 
القواسم الأولية : 

لتكن (0) 4 مصفوفة لا مبدا مربعة ومن الدرجة # عل [3] / ولنفرض أنه بمكن كتابة عواملها اللامتغيرة 
بالشكل التالى : | 

f4) = fp} pa A}... pgs, الا‎ )224.5( 


حيث (۸)یم,...,(2)۸م,(۸) :م كثيرات حدود واحدية متباينة وغير قابلة للاخنز ال على [.2] ۴ , إن بعض ز۹ 


بمكن أن يكون صفرا ويحذف فى هذه الحالة المعامل المناظر ولكن بما أن (3) بكريقمم (0 : +و/ فإن ري + :9 5 ز 4:١‏ 
بك ال ,1,2 = (i = 1,2, ...r-1;j‏ 


إن السوامل 1 ع ۸([۴) رم] الى تظهر فى (24.5) تسمى قاسما أوليا على [3] # ل () 4 : 


مثال ۲ . 
لنفرض أن لمصفوفة 2 مربعة (3) 4 ومن الدرجة 10 » عل حقل الأعداد الجذرية يكون له شكل سميث 
النظاى التالى : ٠‏ 
0 0 0 0 1 
١‏ 0 0 0 1 0 
0 ش 0 0 (102+1-) 0 0 
)A - 1(7) + 1 0 |‏ 0 0 0 
(3 - )172+ )۸-17 0 0 0 0 
E‏ بح قل کک سے کے چ کے کے کے کے جت ےک ب بر ت 
أ 
ا 
0 ,م 0 


إن رتبة هذا الشكل تساوى 5 وإن عوامله اللامتغيرة هى : 
(A-1) (۸+1),‏ = )م 1= fA =1. 2AN‏ 
و -0-1202+1122202) = f4) = A-1 +1. f50)‏ 
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إن قواسمه الأو لية هى : 
و22 A.‏ جتن .“رجتم ,17 A-1. A-1. A-1, A+‏ 

نلاحظ أن القواسم الأولية ليست » بالضرورة ٠‏ مختلفة . لقد كتب نى القامة السابقة كل مقسوم أولى كا يظهر 
غالبا فى العوامل اللامتغيرة . ) 
مال ۲ : 

)١(‏ إن العوامل اللامتغيرة ل (۸) 4 الواردة لى الغال ۲ لاتتغير على حقل الأعداد الحقيقية ولكن القواسم 
الأو لية تأخذ الشكل : ) ) 

A A-3. ۸+3‏ ات تم A-1. A-1. A-1 A+,‏ 
لأنه لا ممكن نحليل ۸.2-3 
(ب) على حقل الأعداد المركبة » تبقى العوامل اللامتغير ة كا هى » بيا تصبح القواسم الأو لية كا يلل : 
A+R, A+ A-D2,‏ ,ت#زجه .1-1 .0-15-2-1 
A-Ö%, A-i A, A. AVF +‏ 

إن العوامل اللامتغيرة لمصفوفة .4 تعين رتبتها وقواسمها الأولية وعلى المكس فإن رتبة مصفوفة وقواسمها الأولية 
تعين عواملها اللامتغير ة . 
مثال ؟ ٠.‏ 

لنفرض أن القو اسم الأو لية المصفوفة لامبدا (0) 4 المربعة ذات الدرجة السادسة والرتبة الخحامسة هى : 

۸, 3. A A-1, A-1. A-1 +112 A+1 
أو جد العوامل اللامتغر ة لمذه المصفوفة . واكتب شكل سميث الفانوف ها.‎ 
: لإجحماد (.5)2/ کون المضاعف المشترل الأصغر  للقواسم الأولية أى‎ 
fs) -ن” ع‎ 2+ 1 
ولإيجاد (1)يكر نحذف من قائمة القواسم الأولية تلك الى استعملت 'ى تكوين (3) و/ ثم نوجد المضاعف المشير ك‎ 
: الأصغر القواسم الباقية فنبجد‎ 


تدوج جد نو ند .و ال .ل :يربمج مي يود و یہ تبت جهن تبت ند حو ب کن یکم :4-3 د 


fA) = 220-120+1( 


نعيد الكرة (1-1) 3 ح (3) ور فتكون بذلك قد استعملنا كل القوامم الأو لية وحد: 1=( =f‏ )1 
ويكون شكل سميث القانونى هو : 


1 0 0 0 0 0 ۰ 
0 1 0 0 0 0 
0 0 AA-1 0 0 0 ا‎ 

883 ¥ o 0 X# (A-1 A +1) 0 0 ا‎ 
0 0 0 0 A-1 A+” o 
0 0 0 0 0 0 


ما أن العوامل اللامتغيرة لمصفوفة 24 تكون لامتغيرة من خلال حويل أولى فإن القواسم الأولية' تبقى 
كذاك كا هى بعد تحويل أولى : هذا 
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×]. تکون مصفوفتا ۸ المربعتان ومن الدرجة ٭ والمعرفتین على [3] / ء متكافتتين على [3] / ذما إذا كان 
( وإذا كان فقط ) لحما رتبة واحدة وكانت شما نفس القواسم الأولية . 


مسائل محلوقة 


-١‏ برهن أنه إذا كان (3) م حاصل ضر ب مصفوفات أولية . فإن القاسم المشترك الأعظم لكل المصغرات المربعة من 
الدرجة ى ل (3) 4 . (3) م هو أيضا القامم المشترك الأعظم لكل المصغرات المربعة ذات الدرجة ى ل (2) 4 إن 
من الضرورى أن نعتير فقط حالات (۸) 4 . (۸) ۶ الى يكون فها (32) 2 واحدا من المصفوفات الأولية الثلاثة 7 . 


59595 كا ا O DEORE TOE ET OEE‏ 
ا ل : TTR‏ ا ا ا ا ا 0000000 
ا EG i Bik HEE‏ م م uk‏ و لنت م عقف اروف ننس قله نان iia is ah‏ تهج EE het Bke o ikke‏ 
تين ن a‏ ك ب ا د تيفك 5-8 ا 0 ني 


لتقرض أن (1) ۸ مصغر مريع من الدرجة ى ل (۸) 4 ولنفرض أن (۸) © مصغر مريعم من الدرجة 
ى ل (28) 4 . (02) م له نفس وضع (0) 8 . ولستير 8# = () ۶ » إن تأثير هذا التحويل 
على (۸) 4 هو إما (0) أن يرك (۸) ۸ بدون تغيير وإما (:1) أن يبادل بين صفين من صفوف (۸) ۸ وإما 
(11) أن يبادل بين صف من (2) 82 وصف آخر لا يقع فى (۸) ۸ .ف الالة () یکو (۸) ۸ = (۸) $ ۰ وف 
الحالة (ن) يكون (0) م ح (2) ى أماى الحالة (111) فإن (2) 5 يساوى » باهمال الإشارة » مصغرا مربعا 
اعتير الآن (4) ,8 - (2) ل فيكون عندهاإما (0) ^ = (2) 5ك أو (3) م/م = () ك5 . 
لنعتبر أخيراً ‏ ((0 ثر ) بر =(2) ۶ فيكون التأثر على (2) 4 واحدة من الحالات الآتية : 
() يترك هذا التحويل (2)0 كا هو بلا تغيير » (33) يضيف إلى واحد من صفوف (۸) ۴ حاصل ضرب (۸) / 
بصف آخر من . (۸) 8 (11) يضيف إلى صف من صفوف (۸)۸ حاصل ضرب صف آخر › غير واقم ى(2) / 
فى (2) 8 . ف الحالتين () و () يكون (12)02-(5)02 أمافىالحالة (111) فيكون : 
SA) = R(N) + /)00١ 00‏ 


ل ل ل ل ل 2771 


3 1 


حيث (0 ١‏ مصغر مربع من الدرجة ي د() 4 . 
وهكذا جد أن كل مصغر مربع من الدرجة ى ل (2) 4. (۸) ۶ هو تركيب خطى لمصغرات مريعة 
من الدرجة ى ل (۸) 4 . إذا كان (3) ج القاسم المشتر ك الأعظم لكل المصغرات المربعة ذات الدرجة ى ( (۸) 4 وإذا كان 
(3) ,ج القاسم المشتر ك الأعظم لكل المصغرات المربعة ذات الدرجة ى ل (32) 4-(2) 8 فيكون إذن (3)ي قاسم 
ل (0),ج . لنفرض أن 2)0(١4)8(‏ -(8)0 ) 


الآن (80 ١100م‏ - رم و ۳۵۸۱م هی حواصل مصفوفات أولية وينتج عن ذلك أن (۸),ع يقم (۸) چ 
وأن )£0 = )8)۸ 
؟ - برهن أنه إذا كان (0ه و (02)4 هى حواصل ضرب مصفوفات أولية فإن القامم المشترك الأعظم 
لكل المصفوفات المربعة ذات الدرجة ى ل 5)2(١4)2(-0)8(‏ هو أيضا القامم المشترك الأعظم لكل المصغرات 
المربعة ذات الدرجة ى ل (4)3 . | | 

لنغرض أن .(4)0 700٠‏ - (8)0 و .(0)0 ١‏ (8)0 - زجع ما أن (8)08 0000١‏ -(6)0 و(0) 0 هى حواصل ضر ب 
مصفوفات أولية ٠‏ فإن القاسم المشترك الأعظم لكل المصغرات المربعة ذات الدرجة ى ل (2) "© هو القاسم المشتر ك الأعظم لكل 
المصغرات المربعة ذات الدرجة ى ل (۸) '8 ولكن القاس المشترك الأعظم لكل المصغر المر بعة ذات الدرجة ى ل () 66 
هو القامم المشترك الأعظم لجميع مصغرات (۸) © المربعة من درجة ى . والأمر صصيح أيضا بالنسبة لكل من (۸) 8 
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و () 8 . وهكذا نحد أن القامم المشترك الأعظم لكل الضعرات المربعمة ذات الارجة ك 
ل 400١00‏ ١٠00م‏ - برجم هو ننفسه القاسم المشتر ك الأعظم لكل المصغرات المربعة ذات الدرجة ى ل (۸) 4 . 
٣‏ - برهن على أن كل مصفوفة لا مبدا من الشكل [ (02) ززه ] = (۸) 4 ومن الرتبة م يمكن اختزللما بتحويلات 
أولية إلى شكل سميث النظائئ : 
f10) 0 ) 0‏ 
fa) ... 0‏ 0 


EDS GOG Rh E‏ هه« همه م« 0# م" اه نج 05 © © © PH‏ هسه ©00 هسه ه اه ده اه هاه 4ه 4ه 


NA) = 0 0 fگ,(۸)‎ 0 
0 0 0 0 
0 0 a 0 0 


حيث يكون کل (۸) زار واحدیا و (۸) زاریقسم (.3): + زار حیٹ ( 1 ,... ,1,2 = ن ) 
إن النظرية ميحة فى حالة 0 > (3) 4 فلنفرض إذا أن 0 ع (۸) 4 أى أنه يوجد عنصر 0 ع (۸)رر» ومن أقلدرجة . 
بواسطة تحويل من النوع ؟ » يمكن جعل هذا العنصر واحديا وبالمبادلة المناسبة بين الصفوف والأعمدة يمكن وضع 
هذا العنصر ف الموضع (1,1) فق المصفوفة المفروضة ليصبح العنصر الجديد (۸) ري 

)١(‏ لنفرض أن (1)32:» يقسم كل عنصر آخر من (۸) 4 . وينتج عن ذلك أن تحويلا من النوع (م) 
مختزل المصفوفة (0) 4 إلى الشكل : 


f1 (A) 0 
0 80) (i) 


حیٹ (2:)8 > (10/ 
(ب) لنفرض أن (2:,2 لايقسم كل عنصر من (3) 4, وأن (3) رك هو عنصر من الصف الأول لا يقبل 
القسمة على (3)::© . ممكننا استنادا إلى النظرية 1 من الفصل ۲٣‏ أن نكتب : 
aj) = q(Aa11(\) + r15)A)‏ 


حيث (2) روم من درجة أقل من درجة (4,)۸ , لنطرح من العمود ذى الرقم از حاصل ضرب (۸) ¶ بالعمود 
الأول عحيث يصبح العنصر الجديد الواقم فى الصف الأول والعمود ثر هو (۸) ز٣‏ . لنجعل بوساطة تحويل 
من النوع ۲ من العنصر واحديا وبتبديل بين الأعمدة » نضعه فى الموضعم (1,1) ليصبح (۸)رر» إذا كان 
الآن (۸ ,ي قاما لكل عنصر من (4)03 فإننا نستمر محصول على (7) وإلا > فبعد عدد محدود من 
تكرار هذه الطريقة » سنحصل عل مصفوفة يقبل كل عنصر واقع فى الصف الأول والعمود الأول » القسمة على 
العنصر الذى محتل الموضعم (1,1) . 

إذا قسم هذا المنصر كل عنصر من () 4 فإننا نتبع الطريقة إلى أن نمحصل على (ة) وإلا فإننا نفرض أن (۸)رزي 
لا يقبل القسمة على (.11)3© . لنفرض أن (0) 211 91)۰0 = () 1 و 110(۰ j)۰‏ = (۸) ى لنطرح من الصف ذى 
الرقم م حاصل ضراب (۸) وري بالصف الأول . إن هذا حل الصفر عل (۸) رر وعل aij(A) - qi1(A)*a1j(A).‏ 
حل (۸) ره . فلنضفر لن المبف ذا الرقم 1 إلى الصف الأول . إن هذا العمل يب (.1)3© كا كان بدون تغيير ولكنه يحل 

حل (۸) زر : ) 


aj) — qı). a0) + 20A) = a) + 910) {1— 4,0} 21,0) 








و کے 
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ما أن هذا غير قابل القسمةعلى (3) 411 فإننا نقسمه. على (32) :21 ونجد كالسابق ٠»‏ تعويضا آخر (الباق ) 
العنصر (32) 1ك . نتابع هذه الطريقة حى حصل عل كثير حدود واحدى من كثيرات الحدود الى تختارها كعنصر 
ıı ()‏ لا يقم عنصر من عناصر المصفوفة بلله عدد محدود من المراحل المشاءهة: لما سبق نحصل على dıı (A)‏ 
يقسم كل عنصر ونحصل من جديد على (3) . 


وأخيرا إذا عاملنا (.2) 8 بالطريقة السابقة ذاتها فسوف تحصل على : 


0 0 - (0)كر/ 
0 (2)8/ 0 
C(۸)‏ 0 09 


وحصل ى الہاية على شكل ”ميث النظاعى المطلوب . 

بما أن (30) كرهو قاسم لكل عنصر من (3) 8 و(۸) دأرهو القامم المشتر ك الأعظم لعناصر (۸) 8 فإن (۸) اريقم (1)راز. 
وبطريقة مشاءهة نجد أن كل (00) ,كريقسم (3): +تر . 
ه - ايز ل : 


2+ 2 2+ 1 م‎ + 3 
AN) = 2(+2722+ثم]‎ XNF+۸ +۸ 2+3+۸ 
+3+22 KX +2\۸+1 3+6۸+3 


إلى شكل سميث النظاى لما . 
ليس من الضرورى أن نتبع هنا طريقة المسألة م . إن المنصر (3) ر من شكل سميث النظاى هو القاسم 


المشترك الأعظم لمناصر (2) 4 ومن الواضح أن هذا العنصر هو الواحد . سنعمل مباشرة نحيث يحتل هذا العنصر 
الموضع (1,1) وبذلك نحصل على العلاقة (1) للمسألة * . بعد أن نطرح العمود الثانى من الممود الأول نحصلعقى : 


۸+3 13+ 1 3+ ۸ ۸+1 1 
+AÎ ~ fo ۸ ۸ +۸‏ 2۸+3 ۸+۸۸+ عر | ~ AN‏ 
A+1 A“+2\۸+1 3+6+3 0 0 2۸ + 2۸‏ 
o‏ 0 0 1 
v~ Û0 ۸ EA = | 1‏ 
8B‏ 0 
A‏ 2۸+2۸ 0 0 
ويكون الآن القامم المشترك الأعظم لمناصر (0) 8 هو 2 . وهكذا يكون : 
0 0 1 0 0 1 0 0 1 
0 م 0| ~ 0 + 0| ~ ۸+ ۸ 0 
۸+۸ 0 0 2۸+2۸ 0 0 2۸+2۸ 0 0 
وهو الشكل المطلوب . 
1 
قف 2 + A A۸ 1 A‏ 
2۸ + ۸7 ۸ ۸+ ۸ = ))4 


O s\t EES 
. إلى شكل سمينح النظاي هما‎ 
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: تمد على التوالى‎ 
1-1 ۸ + 2 1 ۸-1 ^+ 1 0 0 
4)0( 2+281م ۸ ۸ نه‎ r~ j0 ۸A 0 w~ Î0 A 0 
۸-2 ۸%-3۸+2 ۸+۸ -3 0 0 ۸ +1 0 0 A+1 
1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0م‎ 0 
مه‎ |0 A۸ A-1 r. [0 -1 2-1 r |0 1 A+1 w~ jO 1 0 
۰ 0 0 A+1 0 A+1 ۸+1 0 0 م ته‎ 0 0 A(A+1 


Kya(-1); Ha1(-A). Hs(-A\+2); Ka(-A+1), Kg1(-X\- 2); I2ڄو(-1);‎ , وذاك باستعمال التحويلات الأو لية‎ 
Ka29(1); Hs2(A+1), Ha(-1); Kaa(-\- 1), Kg(-1). 


مسائل اضاسية 


HyKg = H(RK,(1/F) .1ع (ل0))-)يبة*(00))ن8 ع‎  : برهن ن‎ ٦ 

۷ - برهن أن مصفوفة لامبدا (۸) ۸4 مربعة من درجة ۾ تأخذ شكل حاصل ضرب مصفوفات أولية فيا إذا كان 
( وإذاكان فقط ) | (۸) 4 | ثابتا غير صفرى . 

۸ - برهن آنه مکن اختّزال مصفوفة لامبدا (۸) 4 المربعة من الدرجة ۾ إلى #4 بواسطة محويلات أولية ذما إذا كان 
( وإذا كان فقط ) | (۸) 4 | ثابتا غير صفرى . 

٩‏ - برهن أنه يكون لمصفوفة لامبدا (3) 4 المعرفة على [۸] ۴ معکوس'عناصرہ من [۸] / إذا كانت (وإذا كانت فقط) 
(۸) 4 حاصل ضرب مصفوفات أولية . ) 

: م أو جد بعدها‎ م)2(٠١‎ 4)0(١ 00( 2 ! أوجد مصفوفتين (۸) ۶ و (۸) @ عیث یکون‎ - ٠ 


A(AJ1 = 0)8(١ 2)0( 
: علما أن‎ 
| 1+م2‎ 0 1 
4)8( = 1 8+1 م‎ 
١ 2 8+2 A+1 


22-1 ۸+2 1 
إرشاد : أنظر ف المسألة ١‏ من الفصل الخامس . الجواب ‏ |۸+1- ۸ 2۸-1+ ۸ ۸-1 
1١ A-3 -2 ۸+2۸+1‏ 


١١‏ -اختزل كل مصفوفة مايل إلى شكل سميث النظاى لما. 


۸ ۸ 21-1 1 0 0 
۸ +۸ ۸+24۸ ۸-1 w~ |0 A 0 ١ 
202-22 ۸-2۸ 2-32 0 0 ۸ (1) 
X+1 N+ 2NP-۸N+۸ 1 0 0 ) 

2-1 1+ثغ2‎ 22-22+[1 w~ [10 +1 0 33 


۸ N 2N -X+1 0 0 X +1 
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م ل 


۰ 2۸-2 ۸-2 ۸ 10 م‎ 0 
n 2۸-2 + 1 ۸ - 2۸ ۸ 0 0 0 
37 -73+4 2-544 3-2 7” lo o o۸ م‎ | )+( 
0 2۸° - 2 ۸-2 ۸ 00 0 ۸ گ‎ 
۸+2۸+1 ۸+۸ N+ +۸ -1 ۸+۸ 1 0 م‎ 0 
000 2+ 1 ۸ 1 0 1 0 0 
7 أ‎ 29 "o 03-1 (د) م‎ 
u ۸ ۸ “+X -1 0 0 0 2-1 
۸+38۸+3 A +4\-2 ۸ +3 
۸-1 ۸+2 1-2 
5 4۸+3 2۸+2 3۸+2 ~ 1e (ھ)‎ 
+2۸ A +6\+4 X+6\-1 A+ 2۸+3 
۸ 0 0 1 0 0 
0 ۸-2۸ +1 0f ~ fo 1 ` 0 و(‎ 
0 0 1+1 0 0 (20-120+1ل‎ 


٠۲‏ - أوجد القوامم الأولية على حقل الأعداد الجذرية وحقل الأعداد الحقيقية وحقل الأعداد المركبة لكل واحدة 
ليا الواردة فى المسألة ١١‏ 
۴ - إن كشيرات الحدود التالية هى عوامل لا متغيرة غير تافهة لمصفوزفة . أو جد قواسمها الأولية ى حقل الأعداد الحقيقية . 
(1) *2۵5+۸- 5 ,۸-۸ .7-۸ 
(ب) A-1‏ ,0-1۴ ,5-1 .1+ 
(ج) ۸2- 2+۸ - 2۸6 + - ۷ .۸+ .۸ 
(د) ۸+ ۸+ 2۸ +2 ++ ۸+ 2+ ۸+ .۸ 
الراب : 
FA A-A. ۸-1 (1)‏ 
(ب) X+1. A+1, (A+, A+13, A-1. A-1, A-1‏ 
AA. #, +1 AF +1. A-1 (+)‏ 
(د) ‏ 1+ ,0+17 AA. A. A. +1, AF+17,‏ 
4 - إن كثيرات الحدود التالية هى قوامم أولية لمصفوفة رتبها ستة : ماهى عواملها اللامتغيرة . 
A-1. A-1), A-1. A-1, ۸+1)  (+( A. A. ۸+1. ۸+2, 1+3, ۸+4  )١(‏ 
A. A+2), A+2f,. A+2) 6 20-12-12 (o)‏ .# ,۸ 
اا ۱ 
A. A(A+1)(A+2)(\ + 3) (A + 4) 1)‏ ,1 .1 ,1 .1 
(ب) :20-12 ,111220-10 
A-1, A-1. A-D, 0-1017 )+(‏ ,1.1 
(ده) 4+2 “رو جلثم .۸+28۴ .1 .1 .1 





ْ النصل الرابع والعشرون : شكل سميث النظامى‎ N 
ع 0-0000 الفصل الرابع والعشرون : شسكل ميث التظارى اا اا‎ 


: حل مجموعة المعادلات التفاضاية الخحطية العادية‎ -- ١ 


Dxı + (D+1)xo .* 0 
(D+2)x1 -~ (D-1)xg = ¢ 
(D+1)xa + (D+ 2)xs = ٣ 
d 
D = rs حيث ولو ×× دوال حقيقية مجهولة اتغير حقيقى 1 › وحيث‎ 
: إرشاد : مكن كتابة هذه المجموعة برموز المصفوفات بالشكل‎ 
D D +1 `0 21 0 
AX = ÎD+2 0 -D+1| zof = ¢ = H 
` 0 D +1 12+21 | وم‎ 


والآن تعامل كثيرات الحدود فى 2 الموجودة ى 4 كا تعامل كثيرات الحدود فى 2 ق مصفوفة 8 . 
بعد ماتقدم نبداً بإيحاد شكل يشبه شكل المسألة + فى الفصل الحامس ونستعمل بالثر قيب الوارد التحويلات الأولية : 


Kı2(-1). Hı(-1). Koږ(D+1),‎ H21(-D-2). Hs1(D+1). K2s(D). H2a(-4), K2(3). Kga2(5D +7), Haڊ(-$D).‎ 
Ha(2). Ka(1/5) 


لتمصل عل : 
$(D+1) (5D+12D+7) 1 0 0‏ 1 0 0 ا 
N‏ = 0 1 0| = (502+78) حل - 0 1-|4| 4- 1 6+ PAQ = 5D‏ 
-5D-8D-2 -D 40+2 0 40 k50 +70+2( 0 0 D+2D+ğ‏ 
وهو شكل سميث النظاى ل 4 . 
نستعمل التحويل الل 7 © = ¥ لتحويل 84 = ×4 إلى 14 -- 7 0 4 
ومن الملاقة 297 = 8 ,ل = 5401 تجد: 
(D* + 20 + Ê)ys = Ge] s Y=0, y2 = t- 4e‏ 
ya = Ke 4¥5 + Ket + e - . 9‏ 
نستعمل أخيرا التحويل ۲۷ © =+ لكى نحصل على الحل المطلوب : 
e+ _‏ + 65 ع مه .2 هين + 4/5 و1260 ع مه ,2 + 3014/6 = 
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المصل المامس والعشرول 
كثيرات الحدود الأدنى لمصفوفة 
المصفوة المميزة : 


إن المصفوفة المميزة 22-4 لمصفوفة مربعة 4 على لل من الدرجة ۸ هى مصفوفة لا مبدا غير شاذة ذات عوامل 
لا متغيرة وقواسم أولية باستخدام (24.4) يسبل علينا برهانا ما يل : 

آ. إذا كانت 2 مصفوفة قطرية فإن القوامم الأولية ل 2 - ۸1 هى عنأصرها القطرية . 

سنبرهن ف المسألة : ظ 

1[. تكون بصفوفتان 4 و 8 مر بمتان من الدرجة ۸ ومعرفتان عل ۴ متشاببتين على ا ذما إذا كانت (و إذا كانت فقط ) 
لمصفوفتبا المميز تين نفس العوامل اللامتغيرة أو إذا كان هما رتبة واحدة والقواسم الأولية ذاتمافى [2] / . 

يستنتج من النظريتين 1 و 11 ْ 

111. تكون مصفوفة مربعة 4 من الدرجة ۸ ومعرفة على / ٠‏ مشاءهة لمصفوفة قطرية إذا كان (وإذا كان فقط) ل4 - 27 
قوامم أولية خطية فى [3] م . 


لا متغيرات تشابهية : 


تسمى العوامل اللامتغيرة ل 4 - 27 »2 لامتغير ات تشاسية ل 4 . 
لعكن (2) م و (۸) © مصفوفتين غير شاذتين نحيث يكون 2)0(.)81-/4(١0)8(‏ شکل میٹ النظای . 
diag (f(A), 6)2(. .... (۸))‏ 


وأ :7 ((جيير 4١000 - |200٠١000 |4000 - 2000١2000١...‏ -ل١نمم‏ | 
ما أن (00). © و (۸) كر واحديان» فإن 1 ب |(ح)2)2(|.|0| ويكون : 


۷ - إن كثير الحدود المميز لمصفوفة 4 مربعة ومن الدرجة م هو حاصل ضرب العوامل اللامتغيرة ل 4 - 27 
أو اللامتغيرات التشاجية ل 4 . 


كثر الحودو الادنى : 

ينتج عن نظرية كاييل - هاملتون ( الفصل م١‏ ) أن كل مصفوفة مربعة 4م من الدرجة ۸۾ محقّق معادلها 
المميزة 0 = (3) © ذات الدرجة #. يسمى كثير الحدود الواحدى (.2) 78 ذو الدرجة الدنيا حيث يكون 0 ع (4) :71 
كثير الحدود الأدنى ل 4 وتسمى 0 = (7:)2 المعادلة الصغرى ل 4 . ( يسمى (3) 4 أيضا الدالة الصغرى للمصفوفة 4 ) 
إن معظم الطرق الأولية المتبعة لإيحاد كثير الحدود الأدنى ل 0 ع 4 تنطوى على الروتين التالى . 

(© إذا كان قمهع-4 فإن :مه -2 = (۸)™ | 

(3) إذا كان قه عد 4 لكل » ولكن .له + 4ه = ۸ فإن زمه -ليه - m(A\) = X‏ 


4 الفصل الخامس والعشرون : كثم الحدود الأآدنى أصفوفةه . 


(زة) إذاكان 1ط+4ه ج 42 لكل ي و 5 ولكن .امه + 4ه + 4ي - 4° 
فإن : 0 a - a - a‏ - ¥ - (7)0 
E‏ 


مثال ۱ : 


2 
أوجد كثير الحدود الأدلى ل | 
1 


هم 

1 
صر تزجع تج 
جم سم يج 


من الواضح أن 0 5 أمه - A4‏ مت حیل ۴ سم 
0 2 
e. 2 0‏ 
1 1 


0 00 65 
00 © 2 
2 05 6 

١١ 

5 

هر 

عرو يعم 3ج 
دح هم دحم 
عم © 


1 
0 أمه + 
0 


باستعمال المنصر ين الأو ليبن من الصف الأول من كل من هذه المصفوفات فنجد : 00 : 


264 

أى 4 - رم و 5 = مه . وبعد ( ليس قبل ) أن :تحقق لكل عنصر من عناصر 42 بمكذنا أن نستنتج أن 
يو + 44 - 42 وأنكثير الحدود الأدنى المطلوب هو ويي 222 ) 

سنبرهن ف المسألة ؟ : 

لا. إذا كانت 4 مصفوفة مربعة من الدرجة ۸ على د وكان (۸) ٣‏ آی کثر حدود عل ٣‏ فإن 0 = (4)/ 
إذا كان( وإذا كان فقط )كثير الحدود الأدنى (۸) ل4 قاماد (0)/ر 

ظ سئيرهن ف المسألة م : 

آلا إن كثير الحدود الأدق (2) م لمصغوفة مريمة 4 من الدرجة مر هو اللامتغير المتشاببهى (2)يكر ل 4 

ذى .الدرجة الأعلى . ) 

ما آن اللامتغير ات المتشابهبيه (00:-ي,/ .... .(0)8/ ,(00/ تقسم كلها (2) يركر فإنه يكون : 

[[لا. إن كثير الحدود المميز (3) ف ل 4 هو حاصل ضرب كثير الحدود الأدنى ل 4 وعوامل واسحدية 
معينة ل (۸) ۸ ) 

و ه 
111/. إن المصفوفة المميزة لمصفوفة مربعة 4 من الدرجة , قواسم أو لية خطية متباينة فما إذا كان ( وإذا كان فقط ) 
لكثير الحدود الأدق (2) م ل 4 عوامل خطية متبايئة فقط . 


المصفوفات غير المتردية : ؤ 

نقول عن مصفوفة م مربعة من الدرجة #, إنها غير منردية ذما إذا كان كثيرالحدود المميز وكثيرالحدود الأدنى لما 
متطابقين و نقول علا فى الحالة الخالفة مصفوفة متردية ويكون : 00 ْ 

×1. تكون مصفوفة 4 مربعة ومن الدرجة ۸ غير متردية ء فا إذا كان ( وإذا كان فقط ) هما لامتغير؟ 
تشامياً غير تافه واحد فقط . 

ومن السهل البر هان على : 

كا. إذا كان ل ,8 و «8 كثيرا حدود ادنيين (:78:)3 و (742)3 على النر تيب » فإن كثير الحدود الأدنى (0) :71 
للمجموع المباشر (ر81.8) 4186 - 7 هو المضاعف المشترك الأصغرز ل (81)32 و (702)3 





ا الفصل الخامس والعشرون : كث الحدود الادنى اصغوفه _ e‏ 
ا ا ا س 


ممكن مديد هذه النتيجة على احموع المباشر ل 771 مصفوفة . 


1 . لتكن (8) 5# .... ,)£4۸ .)8(۸ كثيرات دو د واحدية متباينة و غير قايلة لالاز أل من 1 F‏ 5 
أن 4 مصفوفة غير متردية حيث يكون . .(1,2,...,50 -[) 0 انرما = AI - 4jl‏ 
إن )44 .... ,4 diae(4.‏ = 8 يكونزلما * [(()يم]0.. :})0 tg DF"°fga‏ = $ 


كثير حدود أدنى وكثير حدود مميز اق نفس ألوقت . 
المصفوغة الرفيقة : 
لتكن 4 مصفوفةغير مبردية ذات لا متغير تشابهى غير ثافه . 
05.7 مم ليه + ۰ + كرييه + كم - يرم - (0م 
تعرف المصفوفة الرفيقة (2) بم مما يل : 


C(g) = [- a], İf &(A) = 2 + © )25.2( 
: ولقم 1>7 -يكون‎ 
0 1 0 0 لتم‎ 
0 0 1 0 0- 0 
Cg) = 0 0 0 0 1 0 . 625.3( 
0 0 0 0 0 1 | 
- -@ ~dy ... -aو-و‎ - 4م‎ ~4 


سنبرهن ى المسألة ٤‏ مايل : 
]× . إن المصفوفة الرفيقة (ع) © لكثير حدود (.3) ج كثير حدود بميز وكثير حدود أ اد ق وت ا(0 2 
( يفضل مؤ لفون آخرون 7 تعريف (2)2© بممتقول المصفوفة الواردة فى (25.3) سنستعمل فى هذا الكتاب هاتين الصيغتين ) . 


ٍ 
0 
ا 
5 
0 


من السبل البرهان على مايل : 


111 إذاكانت 4 مصفوفة غير متردية ذات لامتغير تشابهى غير تاف ,الإه-) - (0)/ فإ . 


»هه هه هل © هم هاه © © عه هه 


)25.4( [ه] = ر إذا كانت 1 = ”د |١‏ كرء إذا كانت ,>1 
44 


يكون (27)0 كثير حدود مميز وكثير حدود أدنى له 


مسائل محلولة . 
١‏ - برهن أن مصفوفتين 4م و 8 مربعتين من الدرجة 74 ومعرفتين على ۴ تكونان متشاستين على ۴ ذما إذا 
كان ( وإذا كان فقط ) لمصفوفتہما الممييز تين نفس العوامل اللامتغيرة أو إذا كان لهما نفس القواسم الأولية ىق [2] / 
لنفرض أن 4 و 8 متشاببتان نستنتج من العلاقة () السألة ١‏ › الفصل ۲٠‏ › أن 4 - 7 1 و8 - #7 2# 
متكافئتان . وينتج عن هذا استنادا إلى النظريتين 11 ر ×1 من الفصل ۲١‏ أن لما نفس العوامل اللامتغير ة والقواسم 
الأولية نفسها 





0 ظ الفصل الخامس والمشرون : كثير الحدود الأدنى مصفوفه 


على العكس ٠»‏ لتفرض أن ل 4 - / 1: و 8 - 7 2 الموامل اللامتغيرة نفسها أو القوامم الأولية ذاعها . 
إن هذا يؤدى استنادا إلى النظرية 7111 . من الفصل ١14‏ إلى أنه يوجد مصفوفتا لا مبدا غير شاذتين (0) مط و (0) 9 


: حيث يكون‎ 
P(N -(AI—-A4A)۰(0(A) = أو 8 لل‎ 
رم *0-:01-8 => (47-4).م)م‎ (i) 
P(A) = (A1-B)y-S,(A) + R, (ii) 
(A = S4A)-(A1-B) + و8‎ (i1i) 
O = S{M-A1-4) + Ry (iv) 
انعوض ف )1( لحك‎ 2 A و 7 و وق خالية من‎ R, حيث‎ 
)غ1-8(١5ي)02(١)37-4(‎ + 8,)07-4( 5 (A1 -B)-S4(۸)- (A1 - 4) + (A1-B)Rs 
أو‎ 
A1-BJISN-S{MIAI=4A) = هيه - و07-8(8)‎ 09 


وهكذا د 0 -(0)و5 - (8)ي5 و 
وذلك لأنه » ف الخالة المعاكسة سيكون الطرف الأيسر من (7) من درجة لا تقل عن الدرجة الثانية بيما درجة 
الطر ف الأممن مها لاتزيد عن الدرجة الأولى . 
إذا استخدمنا  )11(‏ و (ي1) و (إب) فإننا نحصد: 
”000 >= !1 
-(A1- 4) + Ra}‏ )0(5 = 
 0000(١:550(١)41-4( + SX) ‘(A1 - B) + Ra }Rg‏ - 
N °*S(A) (A-4) + S(A)-*(AI-B)Rg + RoRg `‏ = 
O(A°$A)-(A1-4) + SA) °R1 «(A1 4) + RaRg‏ = 


أو 
(vii)‏ ` 8107-4 ٠١(0ية‏ + (()ية 1000١‏ ء و8وم - 7 
والن 0 = 0(\)-54(A) + S(A)F,‏ وليك = 7 وذلك لأنه فى الخحالة المماكسة سيكون الطرف الأيسر من (131) 


بن الذوحمة تر بالنبة ۸ بي) تكون درجة الطرف الأمن مساوية الواحد عل الأقل . آى أن !حرم = و 
ْ 0 


Al = B = و48 - 1و1‎ = ARR» - RAR» 


و نستنتج من (91) : 


A-B =A - RAR lia, R= Ry ij A ailê RR, 9B, A بما أن‎ 


وإن 4 و 8 متشاسان وهو المطلوب إثباته . 


؟ - برهن ماايل : إذا كانت ۸4 هى أى مصفوفة مربعة من الدرجة #« على ۶ وکان (3) كركثير حدود فى [۸] ۴ 








النصل اقخادمى والعشرون : كث الحدود الادنى مصفوفه __ ¥ 


فان 0= (4) ٣ر‏ إذا کان (و إذا كان فقط ) كثير الحدود الأدف (۸) ۶ ل (4) قاعاً د (۸) آر. 
نستنتج من طريقة التقسم الواردة ى الفصل ۲۲ . 
fA = q(A)-R(A) + FA)‏ 


I(4) = q(4)‘m(4) + (#4نم‎ = FA) 


لنفرض أن 4(=0) ر فينتج أن 0 = (4) م . الآن إذاكان 0 عب (۸) ۶ فإن درجته تقل عن درجة (2) ” 
وهذا مالف لما فرضتاه من كوت (2) وم هو كثير الحدود الأدنى ل 4 فلابد إذن أن يكون 0= (0 م0 
وأنت  )(‏ قاساد (0)/ر. ) 

لبر هان العكس ع تفرص f(A) = q(4)*m(4) = 0. iyxs f(A = q(A)-m(A).‏ 
۴ - برهن مايل : أن كثير الحدود الأدف (3) 7# لمصفوفة مربعة 4 من الدرجة م هو اللامتغير التشاببى (0) م/ 

ل 4 ذى الدر جة الأعلى . 
لأرمز بالرمز (0).-برج للقامم المشترك الأعظم للمصغرات المريعة ذات الدرجة ( ! - ) للمصفوفة 4 - 2.7 فيكون : 


H 


En=1 (A) ° fn(A) .‏ 
00١8)0(‏ يرم = adj (A-4)‏ 
حيث القامم المشترك الأعظى لمناصر (32) 8 هو الواحسد. 
7 - («21-40-30()01-4) 
أو مم - (80١00)ييرع 01-4٠١‏ 
01-4١ 80( - ْ (i)‏ 
وهكذا نجد أن 4 - ]۸ قاسم ل 1 . (۸) پار واستنادا إلى النظرية ٠‏ من الفصل ۲۳ یکون 0 = (4 )یر 
استنادا إلى النظرية + نجدآن (۸) ” يقم (۸)وار . انفرض : 


MN) = qN-mA) (ii) 
بما أن 0 = (4)™ فإن 4 -/۸2 يكونقاسماً ل 7 .(2) 75 فلتفرض‎ 


و باستخدام الملاقتين (1) و (11) لنجد: 


(AI-A)°‘B(A) = fa)! =. qN mA)! = q(A)۰ (AI - 4٠١ 2) 


BA) = 90١ 6)0(‏ 
الآن أن (۸) ۾ یقسم كل عنصر من 80 لى أن 1١‏ () ي واستناداإلى (ة) تجد. 
nA) = m(\)‏ 
وهو المطلوب برهانه . 
۽ - برهن أن المصفوفة (ع) © الرفيقة لكثير المدود (۸) ع يكون لحا (۸) ع ككثير حدود بميزوكثير حدود أدنى 
فى نفس ألوقت . : ) 
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۸ ۱ الفصل الخامسنْ والعشرون : كثر الحدود الأدنى #صفوغه 
لاقمل الاش ویون ٠‏ ي و ي 


إن المصفوفة المميزة ل (25.3) هی : 


ون GOG‏ ده هس مه ها ع اج هس هن © مه # GEO GD‏ ما عم جع »ع *. 


لنضف إلى العمود الأول العمود الاق مضروبا فى ۸ والمنود اثالث مضروبا فى 2۸7 والعمود الآخيرا 
مشروباق ۸۳1 فنجد ْ 


ما أن (3)ج > | (2) © | فإنكثير الحدود المميز ل (ج) © هو () ع . با أن مصغر المنصر (© هم 
فى (0) © هو !+ ١٠١‏ فإن القامم المشرك الأ لكل المصغرات ذات الدرجة(1 س #) ل (02) 6 هوا 
وهكذا نجد أن (ج) © مصفوفة غير متردية كثير حدودها الأدفى (2) ثم ٠.‏ 


ه-إن المصفوفة الرفيقة لكثير الحدود 5 - 68 + 2 - 27 + كر = (00م هو 


5 


© 


وإذا أردنا | 


6 
موا هاه‎ 
Om oo 


Ce‏ 50-5205 اين 
6 © © ~~ © 


جه 


0 
1 
0 
0 
1 


O © © ™ © 
© GG mm © © 


6 


O ~~ O © ©‏ 
ت هه © © س 


مسائل اضافية ` 
»-اكتب المصفوفة الرفيقة لكل من كثيرات الحدود. التالية : 
)10( 1 28 ۸+۸2 (د) 2۸ +۸2 - 23 كم 
(ب) (2 +۸) (4 - ۸ (ھ) 1 +202 


© 0-23 (و) (8 - 22+4 - ))2 +۸( 


الجواب : 


ا ا 


)١(‏ (ب) 


© © ~~ 
أ 
سر © تن 
© صم بن 
صم 
۷ 
e‏ 
© © 00 
سم جح حم 
هه هم تنيع 
© © سم 
سر © #3 
أ 
عر 











الفصل الخامسس والعشرون : كثير الحدود الأدنى مصفوفه ۹ 


0 1 0 0 01 00 0 1 0 0 ظ‎ 
0 0 1 0 00 10 0 010l , 

و 
u oof CY:‏ )2 01 00 (د) 1 0 0 0 
2 1 2- 0 0 1- 0 0 0 0 0 16 


7 - برهن أن كل مصفوفة من الدر جة الثانية [زه] =4 الى يكون له0 * 621 4۵2 + ”(2د» - 11 م)فى مصفوفة غير متردية . 

م-اختزل (3)© الواردة فى المسألة ٤‏ إلى .))\(1.1.....1.8( diag‏ 

4- لكل من المصفوفات 4 الواردة أدناء غ٠ (D‏ أو جد كثيرى الحدود الأدلى والمميز و (1) أعط قائمة 
بالعوامل اللامتغير ‏ ( ع . لامتغيرا ) وغير التافهة والقواسم الأولية (ق.ا.) فى حقل الأعداد الجذرية . 


i E E EN a a 7 02‏ و كلل PEON: E. HEE ° EP RO N Ns.‏ يد "لودو داعا اموي e e E CN, IR, HS‏ ارين 
الل ا ل لل ل الال ا ا د لواو لك ا ل ا gD‏ 


I11 2 1 2 2 2 0 0 1 1 1 3 1 0 0 )‏ 
)1( [0 2 10 (ب)|6 2 5 ((-+) 0 1 0 (د) |212 (ه) |2 11 
) 3 0 0 3- 1 3-2: 1 0 0 221 2 1 1 
٠ 2 1 1 1‏ 3 1 2-3 8 3 6 4 5- 
0 3 2 4 4ه 3- 6- 1~ 2 1 3-2 2- 
و : ٍ 
)د( 2- 3- 2- 6- .2 3- 4- 3- 3- ۱ )ج( 6م 1- 4 4-3 
2- 1- 1- 3- 6 4 6 2 0-4 4 2- 4 


ر 2 1 0-2 1- 
ا الجواب : [ ظ 
00 (0-10-20-37.)1) - (5)0» - (2)ي ع . لا متغیر ا(3-) .(2-) .(1-)ق.1 . A-1 )A-2()-3(:‏ 

(ب) :ثم - )م = (4 ع.لامتغيرا - ق.ا سم ثير 

(+) :(0-2 ۸-17 = (0ې ع.لامتغيرا «(2-1.)0-1(2-2 





: (8-1()8-2) - )جم ق ۸-1.۸-1.۸-2. 
(د) :0-52 1+ = (4 ع .لامتغیر! (2+1.)8+1(00-5 
n(A\) = (A+1)(A-5) ;‏ و 44+1.2+1.2-5. 
(ه) :له-2 = 40 ع.لامتغرا ي 
AAA ° |g MNP;‏ 
(و ( )۸-1( )۸۸+1 = (4)0 4 . لا متغير؛ ۸-۸ 2+1 
l.a MM = AOD 0‏ 2.2+1.2+1.2-1ل. 
(د ) :20+12 - (0)ي ع . لا متغيرا )۸۸+1 .۸ 
A.A. (A+) 5 R(A) = A(A+1) ;‏ . 
2-۸-٥ ,‏ = ”ى 0 [+م ,2+1 4-2.2-28-2. 


7111 برهن النظريتين  1آلا  و‎ - ٠ 
× برهن النظرية‎ -١ 
72:)2( إرشاد : إن 0 = ((8)× .(۸)8) 18ل = (۸)2” یتطلب أن یکون .0 = (ے۸)8 = (8)” أى أن‎ 
™ )۸( و (702)2 يقسمان‎ 
. ×1 برهن النظرية‎ - ٢ 
٠ 4 س إذاكانت 4 مصفوفة مربعة من الدرجة م وكان  أصفر عدد ححيح موجب يحقق الملاقة 0 س لم فإن‎ ۴ 
1 . #/ تسمى مصفوفة معدومة ألقوى من الدليل‎ 





م د 


"٠‏ النصل_الغامس والعشرون : كثم الحدود الآدنى ق4صفوفه 
أ 
ا برهن أن 4 تكون معدومة القوى من الدليل م إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) قيمها اللاصة كلها 
ا ٠‏ أضفارا . 
ا ؛ - برهن ( ١‏ ) أن القي الماصة لمصفوفة مربعة 4 من الدرجة 8 ومتساوية القوى تكون مساوية إما إلى الصفر 
ا أو إلى الواحد. 
! (ب ) إن رتبة 4 تساوى عدد القم الخاصة المساوية الواحد . 
18ح يرهن مايل : إذا 5 أن ۸4,8,٤,0(‏ مصفوفات على / مربعة من الدرجة # ونفرض أن 6و2 
کاش د 2 - ۵ = RO)‏ 4 ا و ر اراد الأولية ذانها , 
إرشاد : اقبع البز هان TT‏ التشابه قد استعیض و بالتفكافۇ . 
١‏ - برهن أنه إذا كان كثير الحدود الأدف (0) سم الصفوفة 4 غير شاذة امن الدرجة م فإنه يمكن التمي عن 


بكثير حدود عددى ل 4 من الدررجة 1[ - ى . 
١۷‏ استعمل كثير الحدود الأدنى لإيحاد معكوس المصفوفة 4 الواردة فى المسألة ه (ج ) . 


م١‏ برهن أن كل عامل خطى ۸ - ۸ من (A)‏ 9 هو عامل ل )2( m‏ 


وو ع و وو جو ا تح وم تر توق 


۷11 هذه النظرية تنتج من النظرية‎ : ١ 

1 و افرض العكس وا كتب م + (0-22(9)8) - (0)جس حيث 0 عي م فيكون ‏ 0 = ]ا + (۸1()4- 4) 

0 0 ۸1 - دغر وتا ) 

٠ 0‏ برهن ما یل إذا كان (38) بم أى كثير حدود عددى فى 2 فإن (4)يجم تكون فا إذا كان 


4)02( القامم المشتر ك الأعظم ل (0)ج و (2)ج كثير الحدودالأدق ل4 يكون [ عج‎  ) وإذا كان فقط‎ ( ١ 
. ۲۲ إرشاد : () افرص 1ع (2) 4 واستعمل النظرية ۷ من الفصل‎ ١ 
. ۲۲ واستعمل النظرية زه من الفصل‎  )۸( افرض 1 د‎ )( 





١ 1‏ -استنتج من المسألة +٠.‏ أنه إذا كانت (4)ج غير شاذة فإنه بمكن كيابة +-[(4) ج] ككثير حدود ىق امن ذرجة 
1 ) تقل عن درجة (.0) 77 

١‏ 0 ۲م برهن أنه إذا كان كثيرالحدود الأدنى (2) يم ل 4 المعرف على ۶ غير قابل للاختزال على [2] / وإذا كان 
ا ف الدرجة ى فى 22 فإن مجموعة كل كثيرات الحدود المددية ى 4 والى تأخذ معاملاتها من / وتكون درجها 
ا م - لتكن 4 و 8 مصفوفتين مربعتين ولأرمز ب (0) 85 و (3) # عل الترتيب لكثيرى الحدود الأدنيين ل48 ر84 
ا (1) أن (۸) ۸ = (2) :7 عندما لا تكون كل من ۸4 و 8 شاذثين . 

2 (ب) أن (2) صم و (2)0 مختلفان عن بعضهما مما لا يزيد عن عامل 2 وذلك عندما تكون المصفوفتان 4و‎ ٠ 





النصل الخامس والعشرون : كثم الحدود الأدنى اصنوفه ۳1 


إرشاد : 0 - (84)م.(84) ع 8(.4مس.8 مد .0 = A‘n(BA).B = (AB)‘n(A4B)‏ 
٤‏ - لثفر ض أن بعد المصفوفة 4ھ يساو ی ۸ ×7۸ وأن المصفوفة 9 من السعة »اج حيث ”>۸ ولرمزب () 4 
و (02) پچ عل الترئيب لكثيرق الحدود الممیز تین د 48 و 84 برهن أن .(۸) ل" "۸= )يم 


8 لتفرض أن رل متجهه لامتغير مصاحب لقيمة خاصة بسيطة ل 4م .برهن أنه إذا كانت 4 و‎ - ٠ 
۰ 8 تبدیلیتىن نإف رلا يكونث متجه لامتغر ل‎ 


۲ -إذا كانت المصفوفتان 4 و 8 تبديليتين فأوجد نظرية تتعلق بالمتجهات اللامتنيرة ل 8 عنما 
لايكون ل 4 إلا قيم خاصة بسيطة . ۰ ْ 








OF‏ ا ز یی ی ی کک و وی وو مچ و و 


a LY r 


و یی بای ر 
جم ET E | I Fr‏ 


الفصل السارس والشروب 


المسالة ٠.‏ لقد رأينا فى الفصل 5؟ أن المصفوفعين المميز تين المصفوفتين المربعتين من الدرجة 7 والمتشاءبتين 44 و 4۸ '/ 
عل سجر يكون لما العوامل اللامتغيرة نفا والقوامم الأولية ذاتها . سنوجد فى هذا الفصل ٠»‏ ممثلين لمجموعة 


كل المصفوفات ۸-۹4۸ الى () تتصف بكونها ذات تكوين بسيط (41) تضع ف الاعتبار إما عواملها 


اللامتغير ة أو قواسمها الأولية . تسمى هذه المصفوفات الى عددها أربع > الأشكال القانونية ل ۸4 وهى تناظر المصفوفة 
القانونيه 0 N = l,‏ 
0 0 
والى رأيناها سابقا عند دراسة تكافؤ المصفوفات ذات البعد 7× ولرتبة م . 
الصيغ القانونية القياسية ( الجذرية ) : ) 
لنفرض أن 4 مصفوفة على ۴ مربعة من الدرجة 2م ولنفرضص أولا » أن لمصفوفها المميزة 
عاملا واحدا فقط لا متغيرا غير تافه (2 )رار إن المصفوفة الرفيقة (كر) © ل (3) ير كا رأينا ى الفصل ٠١‏ 
مشاءبة ل 4 نقول عن هذه المصفوفات إنها الشكل القانونى الجذرى 5 لكل المصفوفات المشابهة ل 4 . 
لنفرض بعد ذلك أن شكل سميث النظاى ل 4 - ۸1 هو : 
26.1 (00) ,1 ....00) بو 1000١‏ 1 ) 0138 
لكل المصفوفات المشاة ل 4 أأنه ) 
S = diag (C(f;), Cf; .... (fp) )26.2(‏ 
لكى نيرهن أن 4 و 5 ما اللامتغيرات التشابهية ذاتها نلاحظ أن (كر)© مشابه ل ((1,1,...,1,/0)8) 188 - :2 
و ينتج عن ذلك أن ى مشابه ل 2,٠.‏ ,... .ين 2 , ب8) 0138 . وبعد متوالية من المبادلات بين صفين وبين العمودين المقابلين 
لما نيحد أن ك مشامةل ۰ ْ 
diag (,1,...,1, f(D, fj, (0, <<, f(0)‏ 
وتكون بذاك قد برهنا على ما يل : 
7 أن كل مصفوفة مربعة 4 تكون مشابهة المجموع المباشر (26.2) للمصفوفات الرفيقة الموامل اللامتغير تغير التافهة ل34-4 
لنفرض أن اللامتغير ات التشاهية غير التافهة ل 4 على حقل الأعداد الجذرية هى : 


٠ ١ مثال‎ 


fe) = A+1. f0) = .1+ثّم‎ f0) = + 2۸3+1 


ل ل 





النصل اكسادمس والعشرون : أشكال قانونية بالنسبة النشابهة WY‏ 
ل اتفصل السائسى وللسرون د ل و ل ك 


ا 
1 





0 1 0 0 0 O 
ا ا ده‎ 
C(fe = [-1]. C(fe) = 3 2 2420 = ل‎ 
0 0 0 0 0 1 
-1 0 0 -2 0 0 
-1 0 0-0 0 0 0 0 0 0 و‎ 
0 0 1 © 0 0 0 0 0 0م‎ 
0 0 01 000 0 0 0 
0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 010 00 0 
ك3‎ = diag (C(fe),. Cfo). C€(f10)) = 0 0 00 6001 000 
0 0 00 000 10 0 
0 0 0 0 000 0O 10 
0 0 0 0 000 00 1 
0 0 0 0 -1 0 0 -2 0 0 
' ) . 1 حيث 8 هو الشكل المطلوب ف النظرية‎ 0 
۰ : ع لتلاحظ أنه ليس الثر تيب الذى تقم بموجبه المصفوفات الرفيقة على القطر أهمية تذكر . وهكذا فإن المصفوفة‎ 
-1 00 0 0 0 0 0 0 0 َ 
0 0 -1 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 0 م‎ 
0 0 1 000000 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 
0 0 0 0 10 0 0 0 هم‎ 
0 0 0 0 0 10 0 0 O0 
0 0 0 © © 0 1 0 0 2ه‎ 
0 0 0 0 0 © 0 1 0 هم‎ 
0 00 0 0 0 © 0 1 هم‎ 


تكون صيفة أخرى استمملنا فها منقول كل مصفوفة رفيقة من المصفوفات الواردة أعلاه . 
شكل قانونى ثان: ‏ - ش ظ 
لنفرض أن المصفوفة المميزة ل 4ر يكون لها كموامل لا متغيرة وغير تافهة » كثيرات المدود (.3):/الواردة ى (26.1). ولتفرض 
أيضا أن القوا سم الأولية هى قوى / من كثيرات الحدود المتباينة وغير قابلة للاختزال ى FIN: p1), p20), .... p40).‏ 
ولنفرض أن : 
)3 .26( لجع م fA) = {pr} {pa (A ...{p IF?‏ 
حيث ليس من الضرورى ا تظهر لهر كل الموامللأنه من الممكنأن تكون بعض ال ٩5‏ أسفارا .إن المصفوفة الرفيقة =" م)0 
ا {pg (Ai‏ كلا متغير تشامهى و حيد ينتج عن هذاآن (بير) © مشابة ل 


dias (CF), Cp), .... Cp; *)) 











00١00 r ۰‏ الفصل السادس والعشرون : اشكال قانونية بالنسبة التشابه 
ونجد: 
1 15 أن كل مصفوفة مربعة 4 على / مشاءهة للمجموع المباشر للمصفوفات الرفيقة القو اسم الأولية على ال 4 - ۸7. 
ا 
مثال ۲ ۰ 
ْ إن القواسم الأو لية عل حقل الأعداد الجذرية » المصفوفة 4 الواردة ف المثال ١‏ هى 
ْ (1 +02 ,1 + 22-1 ,1(2 + ) .1 + 2 ,1 + إن المصفوفات الرفيقة هذه القوامم هى عل الترتيب : 
0 0 1 0 ) 
fo 1 0 1 0 0 1 0‏ 
ا 1 0 0 0 1 ١‏ 4 م (-1J, [-1J,‏ 
ا 8 22-238 1ت | 
0 0 00 00 0 0 0 1ه 
00 00 00 0 0 1- 0 
0O‏ 0 00 00 1 0 0 
00 00 041 0 0 0 0 
ا 0 0 060 1 1- 60 0 0 0 
ا 00 01 00 0 0 0 0 
١‏ 10 00 00 0 0 0 0 
٠‏ 1 0 00 00 0 0 0 0 
1 2 3 2 001 0 0 0 0 
۰ الشكل القانونى الجاكوبى : ) 
أ ) لعكن 4 المصفوفة الواردة ف البند السابق حيث تعتبر القواسم الأولية لمصفوفبا المميزة » قوی لكثيرات 
الحدود غير القابلة للاختزال عل  ]2[‏ اعتبر قاسما أوليا ۸([9) م إذا كان 1سي فإننا نستممل المصفوفة الرفيقة (م) ° 
ا وإذاکان ۾ > 1 فلنشكل : ) 
ا 0 0 ... 0 Cp) M‏ | َ 
١ 0 Cp) MH ... 0 0 ْ‏ 
5 2 (م)م م 1 0 
(26.4) ۰ 
C(p)‏ 0 0 0 0 0 


حيث 84 مصفوفة من درجة ماثلة لدرجة (م) €٤‏ وتقبل الواحد عنصرا فى زاويبااليسرى السفل بيا 
تكون بقية عناصرها أصفارا. إن المصفوفة (م)©©» الواردة فى (26.4) مع العلم أن (م) © ح (م),0© تدعی 

المصفوفة فوق الرفيقة لد 3((8) مر) لتذكر أنه يوجد فى (26.4 ) خط متصل تساوى عناصره الواحد واقع فوق 
القطر مباشرة . 


عندما نستعمل المصفوفة الرفيقة البديلة (©) ”© فإن المصفوفة ةفوق الرفيقة ل #((۸) م ) تكون 





التتصل اقسادمى والعشرون : أشكال قانونية بالنسبة التشابه Ye‏ 








C'(p) 0 0 0 0 
N C'(p) 0 0 0 
0 N C"(p) 0 0 
C )ې‎ ( = 3 
١ 0 0 0 C(pP) 0م‎ 
0 0 0 ... (م)*6 الال‎ 


خيث N‏ مصفوفة من نفس درجة (م) "© ويكون فها الواحد عنصر! واقعا فى الزاوية المى العلوية بيما تكون بقية 
عناضر هذه المصفوفة أصفارا . يوجد فى هذا الشكل خط متصل كل عنصر فيه يساوى الواحد » يقع مباشرة نحت القطر.. | 


مال م : ۰ 
لیکن 24 -02+22 - 2(14)م1 فيكون 1 1 ١ | M‏ م6 .مر ا 
0م 00 0 0 0 1 10 
0م 00 0 0 1 2- 1 : 
0 00 010 0 0 ٌ 
0 0 0 1 1-2 0 0 
E Flo C0 00 FE‏ 
م 1 01-2 0 0 0 
1 00 00 00 0 
2- 1 0 00 00 0 


سنبر هن ى المسألة ١‏ أن (م)ج© يكون له 4[ (2)0 4 كلامتغير وحيد تشاهى وغير تافه . ينتج عا تقدم أن C,(p)‏ 
مشابه ل (4م )© وأنه بمكن الاستعاضة بالأخير عن الأول ء فى الشكل القانونى الوارد ف النظرية !1 
نمد بعد ما تقدم : 
1 تكون كل مصفوفة 4 على مشابهة للمجموع المباشر المصفوفات فوق الرفيقة للقواسم الأولية على ل 4 - 1 ۸ 
مثال  ٠‏ 
) إن المصفوفات فوق الرفيقة القواسم الأولية / + 2-4 و1 + 2 ول +2 للمصفوفة ۸4 الوارحة 


فى المثال ؟ هى مصغوفاتها الرفيقة نفسبا وإن المصفوفة فوق الرفيقة ل 2( + 8) هى 8 ٣‏ والمصفوفة فوق [ 
0 0 1 0 ؤ 
0 1 1 1- 
الرفيقة ل *( 1 +24 هى ١‏ إر 8 وه و ينتج عما تقدم أن الشكل القانوف الوارد فى النظرية 111 هو : 
1 1- 0 0 
00 00 00 0 0 0 1 
م 0 00 00 0 1- 0 
0 0 00 00 1 0-1 0 
0 0© 00 00 0-1 0 0 
م 0 0 0 1 808 0 0 0 0 
0م 0 0 0 1 1- 0 0 0 0 
6ه 1 0 00 0 0 0 0 
@ 1 1 1- 0 0 0 0 0 0 
01 00 00 0 0 0 0 
1 1- 00 00 0 0 0 0 





مو سج سيو ب و اف ب 51 جز سوسم بسب ام سمب جه بوبحم و سس وسبي :- 
ER‏ سر و د 


20 بوجو جد ,أبعي جو يسيب بن‎ E 


00 << الفصل السادس والعشرون :_اشكال _قانونية بالفسبة الشابهة 


| 


إن استعمال كلمة « جذرية » فى النظرية / قد يؤدى إلى شى“ من الالعباس . 


لقد استسلت هذه الكلمة فى الأصل الالالة عل أنه تمصول عل الشكل القانون ٠‏ نستعمل عمليات جذرية فقط ٠‏ 


على الحقل الذى تنتمى إليه عناصر 4 . إن هذا الأمر طبعا صصيح أيضا للأشكال القانونية ( الواردة ف) بعد ) فى النظريتين 
1 و 111 ويضاف التباس آخر إلى ما سبق بسبب تسمية الشكل القانوفى الوارد ف النظرية 111 » فى بعض الأحيان ». 
شكلا قانونيا جذريا. 0 


الشكل القانونى الكلاكسيكى : 
لنفرض أن القوامم الأولية المصفوفة المميزة ل 4 هى قوى. لكثيرات حدود خطية . إن الشكل القانوف 
النظرية 811 هو إذن » المحموع المباشر المصفوفات فوق الرفيقة لشكل . ) 
a, 1 0 +... 0 0‏ 


O E Em )26.5( 


0 0 0 ... 0 a 

المناظر القامم الأولى .5ه -0) 5 )م . كشال على ذاك أنظر المسألة ۲ 

تدعى هذه الحالة الحاصة من الشكل القانوفى الوارد فى النظرية 111 شكل جو ردان القانونى أو الشكل القانونى الكلاسيكى 
[ لاحظ أن (م)©2© الوارد فى (26.5) هو من النوع ل الوارد ى (25.4)] ينتج عما سبق : 

۷ . لرمز ب ج لمحقل الذى الذى بمكن فيه لكثير الحدود المميز للمصفوفة م أن يتحلل إلى كثيرات 
حدود لخطية . فتكون عندها » المصفوفة ۸4 مشابهة على © إلى المجموع المباشر للمصفوفات فوق الرقيقة 
الشكل (26.5) يناظر كل مصفوفة قامم أولى 4(,#س3) 


مثال © . 
افر ض أن القواسم الأولية على حقل الأعداد المركبة ل اه ¬ 1 هى A-i A+, A-ğړ, (A+):‏ - 
إن الشكل القانوفى الكلاسيكى ل 4 هو : 


سر تت © © © © 
بت علو ات © © © 
O Gm wm © oOo‏ 


0 
0 
1 
0 
0 
0 


ته o‏ ماه لاه 
مومه هاه درلل 


فستنتج من النظرية 17 ما يل : | 
7 تكون مصفوفة مربعة 4 من الدرجة ۾ مشابهة لمصفوفة قطرية إذا كانت ( وإذا كانت فقط ) القوامم 
الأولية ل 27-4 كشرات حدود خطية وهذا يمنى أنه إِذا كان ( وإذا كان فقط ) كثير الدود الأدى 


ادي هو حاصل ضرب كثيرات حدود خخطية متباينة . 


أنظر المائل - 4. 








النصل السادس والعشرون : أشكال قانونية بالنسبة للتشابه ۷ 


اختزال الى الشكل القانونى الجذرى : 
اسعنتاجا من المناقشات الى أوردناها فيا يتعلق بالأشكال القانونية » سئبرهن أنه يمكن اختزال أى مصفوفة مربعة من 
الد رجة م إلى شكلها القانونى الجذرى بصورة نظرية على الأقل » وذلك دون المعرفة المسبقة للعوامل المتغيرة ل 4م - / ة#. 


توجد طريقة علف قليلا عا نورده ىكتاب عنوانه .1926 ,582012 Modern Algebraic Theo ries, Benj. H.‏ 
ولقد تطور هذا الموضوع يبشكل ساف ت .)1940( 48 Browne, E. T., American Mathematical Monthly, vol.‏ 


إذا كانت 4 مصفوفة 50 ¥ متجها معرفا على ل عدد مركباته يم » وإذا كان (3) ع 


كثير الحدود الواحدى فى [2] ۴ ذاالدرجة الأدى .محيث يكون 0 = ×+ (٠‏ چ فإننا نقول بالنسبة ل 4 إن المتجه¥ 


يعمى ل (00) 8 
إذا كان بالنسبة ل 4 لمتجه ل ينتمى ل (۸) ج ذات الدر جة ص فإن المتجهات المستقلة خطيا 42-416 ...3 4 ,41 ,2 
تدعى ااسلسلة الى حدها القائد هو 2 . 


: ٦ مثال‎ 


3 6- 2 
تكن |1 3- 1 - 4 أن المتجهيدن 1.0.0[/4]- 2 و [2,1,1]- 478 مستقّلان خطيا بيبا × = ¥ 42 .» فيكون 
٠‏ 0 2- 1 : 


عندئذ 0 ح بر (1 - 42 ) ويكون المتجه لآر منتميا لكثير الحدود 22-1 . إذا كانت [17-,1,0] = ۲ نمد أن 
;¥ = [1,0,1-]= 4۲ وعل ذلك 0= 4+1(۲) فيكون ۲ منتميا لكثير الحدود [-4ل . 


إذا كان (3) ور كثير الحدود الأدنى لمصفوفة 4 مربعة من الدرجة 4 فإنه يكون0 - ل *(4)* لكل 


معجه 1 عدد مركباته # اذن لامكن أن تو جد سلسلة m () Es‏ . ان كثير الحنود الأدل للمصفوية 
الواردة فى المشال ١‏ هو 22-1 . 


لتكن 5 الشكل القانوى الجذرى المصفوفة 4 المربعة وذات الدرجة ۸ على ل يوجد عندئذ مصفوفة غير 
شاذة ۸ على سملم محيث يكون : 


RAR = S = Rdiag(C;, Cj, =. C4) (26.6)‏ 
حيث لتلائم أفضل » يستعاض فى (26.2) عن (رك) © ب € سنفرض أن ر۳ المصفوفة الرفيقة للعامل اللامتغير : 
61 + ۸و + 000 + 3 و Cc‏ + 21 ج f(۸)‏ 
j‏ ال : 
ا “Ci‏ 0 53 0 0 0 
ويج 0 0م 0 1 
“Cia‏ 0 1 0 5 
د 0 0 0 0 
1-2 
رئ“ 1 0 0 0 


من الملاقة (26.6) نستنتج ما يل : 
)26.7( )0 


RAR = S = diag(C; , وي‎ 


وه * » 1+ 





ادس خن شقا ہا بی کچد ےہ کہ ہی 


ا .ا لم 
س ل ا سيا 





KIT 2‏ ع 
سے ا چ 
مت 44 








Y۸‏ النصل السادس والعشرون : أشكال قانونية بالنسبة التضابه 


. لنفرض آن ۸ قد فصلت إلى كتل من الأعدۃ ے۴ :۰۰٠ر‏ ز۸ :ز۴ عیٹ تحوی ¡ و ;€ حيث (8,... ,1+1 ,= :) 
المدد نفسه من الأعمدة . نستنتج من الملاقة (26.7) 


لير ع ميجو و6) ههلة [وال عيبر نوالا = AR = AR; Rj, ...Ra]‏ د 
[Rj Cj. Rj Cj, < Fal‏ = 
(i = j, j+1, 5 1‏ م 1 ع ARK;‏ 


لنرمز لمتجهات أعمدة ;۸ ألى عددها ری بالشكل .و ....,42 ,811 وكون حاصل الضرب : 


ه005 
RC; = (Riu. Riz,....Ris,lCi = (Riz, Ris, .... Risy: - Z Recta]‏ 


ماأن | 
نيط > (ARi1,ARto,..., ARis,)‏ = [يودفا! .... من دي ]4 = AR;‏ 
فإننا جد : ) 
Ria = AR, Ris = AR; = A Ri, .., Ris, = A Riu )26.8(‏ 
و ) ظ 
sj‏ 
-T cak = ARs (26.9)‏ 
بالتعويض من (26.8) وق (26.9) جد : ظ 
cp A4 1‏ ب 
أو 
(26.10) 0 > مويه + ريه + ... + (A + egg, A%7‏ 
من تعر يف cC,‏ الوارد أعلاه »> ممكدنا كتابة (26.10) بالشكل : 
f(4)*Riı = 0 )26.11(‏ 
لأرمز ل ,8 بالرمز رلا محيث تأخذ الملاقة (26.11) الشكل :0 > عل 1049٠‏ با أن المتجهات .24,424 


ر 4 ,... .۸ “4 مستقلة خطياً فإن المتجه م20 ينتمى للعامل اللامتفير (:0):/ . ينتج عما تقدم أن متجهات أعمدة 4# تتكون 
من متجهات السلسلة الى يكون فبا ,ل( الذى ينتمى إلى (3)بكر كحد قائد . 
بالاختصار : إن أعمدة 8 الى عددها م والمستقلة خطياً والى تحقق العلاقة (26-2) تتكون من 1+ ارم مسلسلة : 
(ه. لجرك 4 لي 4 ,.. Kg, AX,‏ 
حيث ألمدو د القائدة تنتمى على الثر تيب إلى العوامل اللامتغر ة 07 ...0( fj (MD. fj,‏ وحيث تحقق أطولما الشرط 


5 2 رع > .ع > 0 


3 
7 يبور‎ n 


و جد بعد مأ تقدم : 
1. لصفوفة مربعة 4 درجها # ومغرفة على ۴ . 
(1) ليكن برلا قائداً لسلسلة بر ذات طول أقصى لكل المتجهات ذات اا ۸ مركبة على ۴ . 











اقفصال السادس والعشرون : أشكال قافونية بالفسبة التشابه ۳۹ 


ي س وا ارون ٠‏ ل ا سسس 


(ا) لیکن رھ قائداً للسلة ,.,©-ذات الطول الأقمى ( كل عنصر فبا مستقل خطياً مع المناصر الذى سبقته ومع 
عناصر € ) بيع المتجهات ذات اأ مركبة عل ۴ والى هى مستقلة حطياً مع متجهات € . ) 
(ة) ليكن يي قائدآ لسلسلة ..ب,© ذات الطول الأقصى ) كل عنصر فبا مستقل خطياً مع العناصر الذى سبقته 
»مع عناصر € و .© ) الحميع المتجهات ذات |! « على / والى هى مستقلة خطيا مع متجهات Ep‏ د ابر . 
وهكذا . ۰ 


فیکون بعد هذا » من أجل : 
Sp - 1‏ 1-1 و5 57-1 ۰ 
R 2 (X;.4X;,...,4 Xj; Kj AB, A i 5 Xa. AXg, ...,4 2‏ 
RAR‏ هو الشكل القانونى الحذرى ل 4ه . 
مشال ۷ : 


e 


1 1 1 
لنفرض . و ه 1أ- يم ولتأخذ :/(0 ,1.0] - بز فتكون المتجهات '[5.6 .3] - 427 48-1141 8 مستقلة 
2 3 1 
طياً بيا .× - ×47 5 = [30 5 4 - 4 وينتج عا تقدم أن 0= ×(44547+1) وان ٣‏ ينتمى إلى 
"N.‏ = 1+ 5- - ()م د (0م 'نأعذ : 


1 1 3 
قم‎ - ]18.41.4218[ - |0606 : 5 
) 0 1 6 
و‎ 13 1 3 14 
R^" = |0 6 أ5-‎ AR = [A4X.4°X.A4°X] = l1 5 25 
-1 1 1 6 30 
0 0 -1 
RAR = Û1 0 ol = و‎ 
0 1 5 


إن 4 هنا غير متّردية كثير حدودها الأدنى () ب غير قابل للاختزال على حقل الأعداد الحذرية . كل متجه ذى 


ثلاث مركبات على هذا الحقل ينتمى إلى (3) م ( انظر المسألة ١١‏ ) ويقود سلسلة طوطا ثلاثة . إن المصفوفة 82 الى تكون 


فها متجهات أى سلسلة لمتجهات أعمدة تحقق العلاقة 2142-5 . 


مقفال م : 


3 1 
تكن المصفوفة .|2 2 - 4 ولتأخذ :-[1.,0-,1]- 12 فيكون لإ د لإ م و ل ينتمى إلى 3-1 والآن 
1 2 


دج س دم 


3-1 لابمكنه أن يكون كثير حدود أدنى (3) بم ل 4 ولكنه مع ذلك » قاسم ل (.00: (انظر المسألة )١١‏ و يمكنه 
أن يكون لامتغيراً تشاسياً ل 4 . : 
لتأغذ الآن ,[0 ,0 .1] = ۲ فتكون المتجهات '[11.8:8]- 427 . [2.1.2]- 47 .۲ مستا خط بيا 
54°Y +3A4Y 7Y.‏ = [54.43,46] د 437 إذن ۲ ينتمى إك .(4)0 = 7+ 5-3 ۸° = n(A)‏ 





f.‏ الفصل السادس والعشزون : اشكال قانونية بالنسبة. للتشابه 





إن کشر الدود 2-1 ليس لامتغيرآ تشاهيا . فى الواقع » إذا لم يكن الاختيار الأول لمتجه ينتمى لكثير الحدود الذى يمكننا 
أن نسميه حق » الدالة الصغرى » فإن هذا الاختيار يكون زائفا . 


و يمكن للقارىء أن يتحقق من أن : Û‏ ظ 
RAR = ]1 0 83 )‏ 
5 1 


o 


ه 


م © 
ودع هم 
0 
مر 


R = [Y. AY. 4Y] - 8Î. ) عفنا كن‎ 


6 
جح 
و0 


أنظر المسألتين ه - 4 


مسائل محلولة 


- برهن أن المصفوفة (م )ي٤‏ الواردة فى (26.4) يكون لما 4إ(2)م) كلا متغير تشابهى غير تافه وحيد . 
انفرض أن ()ي٥‏ من الدرجة ى . إن مصغر المنصر الواقم فى الصف الأخير والعمود الأول من ( م )ي) - ۸7 
هو 1 4 . وهذا يكون القاسم المشترك الأعظم لكل المصغرات المربعة من الدرجة (5-1) ل (م)ي) - 21 هو 
الواحد » أى أن العوامل اللامتفيرة ل (م) م© - 37 هى .(1.1.....1,/500رلكن 4 )م)=()ء f‏ وذلك لأآن : 
{pol )‏ - #لام6-نج| = (لمم©-نذ| = $0 
م - إن الشكل القانونى (') هو الشكل الوارد ف النظريتين 1[ و11 وإن العامل اللامتغير وغير التافه والقاسم الأولى 
هو .1+ 4۸ + 6+ 4°+ ۸ إن الشكل القانوفى الوارد ف النظرية 111 هو (ب) : 


E FF 0, 0 0 1 0 0 

û E ©‏ .0 6 ا ا 
Oat O 0 0 0 1 €7‏ 0 
ا ات ت ك [1- 0 0 0 


م - إن الشكل القانونى )١(‏ هو الشكل الوارد فى النظربة ١‏ حيث الموامل اللامتغير ة هى 12 - 4۸ - 3۸7 + ۸٠‏ ,۸7-4 ,۸+2 

والقواسم الأو لية هى 2,2+8--2,2- ا ا ا ا اا إن الشكل القانون المتملق بالنظر يتين 11 و !!! هو ( ب): 
0 0 2س 0 0 0 0 0 2- 

-2 0 


N 
o 


(') (ب) 


O O © © o 
O O N © هم‎ 
O N © ©0 © 
O ني‎ ©0 o 
صر 3 00 3ق‎ 
O عر او تت اث‎ © 
O © O0 و‎ 
O mw O © 
~e © 3ت ات‎ © 


0 
0 
0 
0 


O ©0 © © 
oO © © 


) ۱ 3 4 12 3- ) 
۽ إن الشكل القانؤنى (ا) هو الشكل المتعلق بالنظرية 111 . إن القوامم الأولية على حقل الأعداد الجذرية هى 
8 2 + 02 ,22-12 + 02) ,2+2 ,2+ وإن العوامل اللامتغيرة ههى : 


(A + 2(2 +2۸ - 1), )۸ +27) + 2 - 38 


2-3 
3 





فتكون عندها : 
متجهات 


(ب) 


2 
1 


-6 
2 


1 0 
0 
0 
8 4 9 6ه 1 0 
1- 


8ه 21- 14- 
1- 


0 
ل 
0 


0 
0 ©0 80 
3 

-1 


0 
0 


1 0 0 0 
ْ 0 
60 0 
0 0 
3 2 
1 
24-2221 = (2 ”™ ولنکتب ۽ بدلامن 22 


0 


0 
0 


0 
0 2 -11 12 17 
0 


1 
0 


0 


0 
:2421-4 ع 2[7- ,2,0,0-.1.0]- بزغم 


([-3.1.1.1.1.2] 4X =[1.0,-1.0.0. -1] X.4X = [-2.1.1.1.1. 1J, 


0 
0 
0 


0 
2 
2- 
0 4 ج2- 4 1 0 
ولنأخذ 


2 7 0 -10 6 0 
0 


© © © 
0 0 0 


[1,0,0,0,0,0] ع 6 


4°X =‏ 
أن كر ينتمى إلى 1 + 24-2227 لنجرب 









1 


-2 


0 
0 


0 
0 


0 
0 


(1) 


إن الشكل القانونى الوارد فى النظر 


الفصل السائسي والعشرون 


یه 


| 


0 


0 
0 0 
0م 0 © 0 


e 
٠. 


0 


0 
1 © 


شكال قانو 


نية 


0 


1 هو (ب) أما الشكل الوارد ف النظر 


2 
0 -2 0 
0 6 


11 فهر 2( 


ب 
0 


يه 


8 
3-0 


تایه 


6 





1 الفصل السادس والعشرون : اشكال قانونية بالنسبة للتشابه 


إن المتجه [0.0 ,0.0.1 ,0] = ۲ مستقل خطيا مم عناصر السلسلة المقادة ب ى وأن [1,1,0- ,1.0.,1-]= 4۷ 
مستقل خطيا مع لآ ومع عناصر هذه السلسلة . والآن 4۳۲=۲ أى أن ۲ ينعم إلى 22-1 . ما أن كثيرى المحدود هذين ' 
يان مجموعة العوامل اللامتغيرة وغير التافهة : فإننا ندتب ول بدلا عن لآ ْ ' 





و نجد الشكل القانونى الجذرى ل 4 : 


0 -1 1 -2 1 -3 0 1000 0 
0 00 1 60 1 1 0 0 0 0 0 
ر‎ 0 10 1-1 1 0 0 0 0 0 -1 
: = 5 = 1 R AR = 
٠ R [Xs. AXs. Xa. A Xe. 4 Xe. A Xe) 1-10 1 0 1 00 100 0 
0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 2 
0 0 0 1 -1 2 0 0 0 0 1 0 


ملاحظة : إن المتجه 0.0,0.0[7 ,1 ,0] - 2 مستقل خطيا مع عناصر السلسلة المقادة ب 2/6 وأن ً0 ,2- .2,1- .3,0( = AZ‏ 
مستقل خطيا مع 7 ومع عناصر السلسلة » من جهة ثانية : أن 7 +433 +ى47- 2 [1,1.0.0,0.1-] - 4322 


وهكذا يكون 0 = (م×4 - 1()2-”4) ويكون [1- ,1- ,1- ,1- ,0 .2] = ×4 - 2 = # منتميان إلى ۸2-1 . إذا 
اتخذنا هذا المتجه ك ول فإنه ممكدنا أن نكون مصفوفة أخر ى ۸ بحصل بواسطلها عل الشكل القانونى الجذرى . 


~2 -1 -1 -1 2 
| 1 3 1 1 -1 
X = ]1,0,0,0,0[. -ليكن .|1 1- 2 4- 1| = 4 ولتأخذ‎ ٦ 
-1 -4 -1 -2 1 
-2 -2 -2 -2 3 


ينتج عا تقدم أن ١‏ [1,0- ,1- ,1,1] = ×4 ,[2-,1-.1-,2,1-] - 8,41 مستقلة خطيا بنا = ×43 
×3- ×24 = [2,0-,2-,1,2-] وآن × ينتمى إلى 3+ ۸3-222 لنجرب کشر الحدود هذا ككثير حدود أدى (۸) ۸ 
ولنأخذ × ك و . 


عندما نطرح فى 4 العمود الرابع من العمود الأول فإننا جد : [1,0.0.1.0-] وإذا أهذنا بعد ما تقدم [1,0,0-1,0]-18 
فإنه يكون7 -=4۲ ويكون ۲ منتميا إلى 2+1 . وإذا طرحنا من جديد العمود الرابع فى 4 من عودها الثالث 
فإننا جد :[1.1.0- .0,0] وإذااتخذنا بعدماتقدم , [1,0-.0.0,1] - 7 فإن 2 ح 42 وأن 27 ينتمى إلى 
1 + 2 . ما أن 8 و 2 وعناصر ااساسلة المقادة ب ولآر تكون مستقلة خخطيا فإننا نسمى 7 ك »× و 7 ك وك 
ونجد بعدها الشكل القانونى العادى د4 ` 


م 000 1 1 11-2 0 

0 00 1 1 0 -1 0 0 0 

RAR = | 0 0 0 0 --3‏ 3خ لات 0 1 R = [Xg.Xa.Xs.4Xs.A4Xg] = Û‏ 
0 10 0 0 4 أ ت 1.0 ات 

0 00-2 0 0 001 2 
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مسائل اضاغية 





+ساكتت المصفوفات القانونية الواردة فق النظريات 1 و 115 و ]11 على حقل الأعداد الجذرية لكل مصفوفة 


من مصفوفات المسألة ه من الفصل ٠٠‏ : ' 


(د ) 


(ح) 


0 1 0 
I, |0 0 1 JH, TH, diag (1. 2, 3) 
6 -11 6 


1, 11. 11.10 0 1i 


1س 


. , IH 
ل ۶ في‎ 


oO 
© © e 5 
وي سسر‎ e O 
O mm © © 


oO 
O O©O0 ©0 © 
١ 

2 پس ثبخ تت 
1 

سر اه 

© 2ت ضر 

| EE 


, HH, 
1 


O و‎ © e 

© © © 
مسر © 
تت نهم 

O © © © 

O © ©8 ا‎ 
o 

تھ 2 © © 


وت ت 


O ده‎ © © 
١ 

© 2 عر هم 
أ 

© ب0 سر م 

ل ا 


; 11, IM, diag(2,2, 2, -1, -1( 


nd 
تهت هاه‎ O Ww 
oon oo 
به شرا يرا ناه‎ 
N O © © 2 
پر مم‎ (05 o 


۸-ما هى الشروط الواجب توافرها (1) لكى يكون الشكلان القانونيا ن المتعلقان بالنظريتين 1 و 11 متطابقتين ؟ 
(ب)ولكى يكون الشكلان القانونيان الواردان فى النظريتين 11 و 111 متطابقيين ؟ (+) لكى يكون الشكل 


القانونى المتعلق بالنظرية 11 قطريا ؟ 


4 - حقق الشكل القانوق |1 0 0] وهارنه مع جواب (ب) من المسألة ٠‏ . 
.|0 0 0 


٠‏ - لنفرض أن المصفوفة 


, (b( ۸+1. )1( 


0 0 0 


4ه غير الشاذة العوامل اللامتغيرة وغير التافهة . 


2 +07 ,۸+1 .1+ ۸ (ب) .4+ 6۸+9۸7 +۸ .۾ + 5۸+“ 


اكتب لكل من هاتين الحالتين ء الأشكال القانونية الواردة ف النظريات 1 و 11 و ]11 على حقل الأعداد 


اججذرية ومن ثم الشكل المتعلق بالنظرية ۷] 











کشر الحدود الأدلى ل 4م 


7: )3( برهن أنه لمصفوفة مربعة 4 من الدرجة ۾ » إذا كان المتجه كر منتميا إلى () ع فإن (0)ج تقسم‎ - ١١ 


حيثث 


3( 


(1 +i 


لصم 


1 
a, p= 

0 ٠ 

0 

1 

6 


0 0 0 0 0 0 6 
1 0 0 0 0 0 0 
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) الفصل السادس والعشرون.: اشكال قانونية. بالنسبة قلتشابه م fe‏ ا 
١ -‏ 


إرشاد : افرض العكس واأعتبر .(0)++(8)م-(8)8 = (۸)۸ 
+ يرهن فى المثال + أن ء +4 » ۲ مستقلة خطيا واختزل 4 إلى شكلها القانونى الجذرى . 


: 5 سف المسألة‎ ٠# 


(۱) خذ /]0.1.0,0,0[ = = ۲ المستقلخطيا مع السلسلة المقادة ب ور واستنتجآن ×21 - - 34) - ۲ = X4‏ متم إلى ۸4-1 
(ب ) خذ 0010.01 - 2 المستقلخطيًا مع ج ومع السلسلةالمقادة ب ول واستنتج أن 2-6 =× منم إلى ۸+1 
(+) احسب 744-آ مستءملا المتجهحن ول و يل من(ب) و(!) لتكوين ۸ . 


4 أوجد 8 لكل مصفوفة 4 من مصفوفات الا 4 الفصل ۲١‏ ا أن تكون 4R‏ الشكل القانوف 
الجذرى ل 4 


: حل مجموعة المعادلات التفاضاية الحطية العالية‎ - ١ ه‎ 
= 2x + x + xX + xX +¢ 
> 4x + 2x + 33 


و*2 - و38 - 2 - ×6 = 
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م2 - وعد لس وه - 3 = 


حيث :× دوال مجهولة للمتغير الحقيقى ) 


: ا أم»ك معكل جعك2 يعك | _ dX‏ 
إرشاد : افرض , له ,و× .وع ,وب] = + وعرف ا ` dt‏ ع ]| - 4 


ومن ثم أعدكتابة المحموعة بالشكل التالى : 


ظ ٤‏ 1 1 1 2 
dX _ 4 2 3 ©0 0 1‏ 
X + 0 47 + (i)‏ و و 4 مد ا 
0 [2- 1- 1- 3~ 


ما أن التحويل الحطى غير الشاذ ۸۲ كر حول () إلى : 


dY 
dt 


إلى 23-4 هو القائد الملسلة Er. AX. 4 XK‏ د و بيما 84 يعلى e‏ م الذى ينتمى إلى 1+ 1 


= RARY + RH 


ِ : والآن باعتبار‎ 
1 2 -1 3 
0 4 ~2 8 
R = ({(X, A4Xk,. 4X. Xo] = 
[ 1 1 1 2 0 -6 4 -12 
0 -3 2 5 
0 0 0 0 ٤ ید‎ 
dY 8 1 0 1 0 1 + 0 31+ و9‎ 
de 0 1 0 0م‎ 0 12 
0 0 0 -1 0 Y4 
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